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Chapitre IV - Réduction des endomorphismes

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie sur un corps
commutatif K. La théorie de la réduction consiste a trouver, si possible, une base de F
dans laquelle la matrice de f soit d’une forme tres simple, dans le cas le plus favorable
soit diagonale, ou & défaut, triangulaire. Etant donnée une matrice A € M, (K), la version
matricielle de ce probleme est de trouver, si possible, une matrice semblable a A qui soit
diagonale ou triangulaire. Cela est tres utile dans de nombreuses situations, aussi bien en
algebre qu’en analyse. On I’a vu par exemple, en ce qui concerne le calcul des puissances
d’une matrice.
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1. Vecteurs propres, valeurs propres et sous-espaces propres

Dans toute la suite, F désigne K-espace vectoriel et f un endomorphisme de E.

Définition 1 (Vecteurs propres). On appelle vecteur propre de f tout vecteur non nul
x de E tel que f(x) soit proportionnel a x.

Si x est un vecteur propre de f, tout vecteur non nul de la droite de E engendrée par
x est aussi un vecteur propre de f.

Définition 2 (Valeurs propres). Soit A un élément de K. On dit que X est une valeur
propre de f s’il existe un vecteur non nul x de E tel que I'on ait

flx) = Az
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L’ensemble des valeurs propres de f s’appelle le spectre de f. On le notera Sp(f). Un
vecteur non nul z de F pour lequel il existe A € K tel que f(x) = Az, est un vecteur propre
de f. On dit qu’il est associé a la valeur propre A\. Compte tenu de la définition :

Lemme 3. Soit \ un élément de K. Pour que X\ soit une valeur propre de f il faut et il
suffit que le noyau de \1dg — f ne soit pas nul.

Définition 4 (Sous-espaces propres). Soit A une valeur propre de f. Le noyau de
Adg —f s’appelle le sous-espace propre de f associé a .

Le sous-espace propre de f associé a A est la réunion de {O} et de I’ensemble (non
vide) formé des vecteurs propres de f associés a A.

Lemme 5. Supposons E de dimension finie sur K. Soit A un élément de K. Pour que A
soit une valeur propre de f il faut et il suffit que le déterminant de \1dg — f soit nul.

Démonstration : Parce que E est de dimension finie '’endomorphisme AIdgp —f est
bijectif si et seulement il est injectif, d’ou I’assertion (Chap. III, cor. 41).

Exemples 6.
1) Supposons E = K = R. Il existe A € R tel que pour tout x € R on ait f(z) = A\z.
On a Sp(f) = {)\} et R est le sous-espace propre de f associé a .

2) Prenons K = R, E = R? et f I’endomorphisme représenté dans la base canonique
de R? par la matrice

Pour que A € R soit valeur propre de f il faut et il suffit que le déterminant de la matrice

A—1 =2
1 A—1
soit nul, autrement dit que I'on ait A2 — 2\ + 3 = 0. Le polynome X2 — 2X + 3 € R[X]
n’ayant pas de racines dans R, le spectre de f est vide.

3) Si E est un C-espace vectoriel non nul de dimension finie, alors f a au moins une
valeur propre. En effet, pour tout A € C le déterminant de AIdg —f est P(\) ou P est
dans C[X] et P a au moins une racine dans C (le corps C est algébriquement clos).

4) Si E = R™, avec n impair, alors f a au moins une valeur propre, car un polynéme
R[X] de degré impair a au moins une racine dans R (cf. le th. des valeurs intermédiaires,
ou le fait que si z € C est une racine d’'un polynéme de R[X], son conjugué z l’est aussi).

5) Si E = K[X] et f(P)= XP pour tout P € E, alors Sp(f) est vide.
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6) Soient E le R-espace vectoriel des fonctions dérivables de R dans R et f I’endo-
morphisme de dérivation. On a Sp(f) = R. En effet, si A € R, la fonction qui a = associe
exp(Azx) est un vecteur propre de f associé a A.

2. Somme de sous-espaces propres

Commencons par généraliser la notion de somme de deux sous-espaces vectoriels

(Chap. I1, déf. 16).

Définition 7 (Somme de sous-espaces - Somme directe). Soient Ei,---, E, des
sous-espaces vectoriels de E. Le sous-espace vectoriel de E, appelé somme des E; et noté

est 'ensemble des éléments de la forme
x1+---+x, ou z; €E;

On dit que cette somme est directe si tout élément de la somme des E; s’écrit de fagon
unique x1 + - -+ + xp, avec v; € L.

Remarque 8. La somme des FE; est directe si et seulement ’application linéaire
Y:E X x B, FE
définie par

p
770('1;17 o '7xp) = Zw’h
i=1

est injective. Dans ce cas, 1 est un isomorphisme de ’espace vectoriel produit des E; sur
la somme des F;.

Lemme 9. Supposons E de dimension finie sur K. Si la somme des F; est directe, on a

I’égalité
p p
dim (Z E> — Z dim E;.
=1 =1

Démonstration : C’est une conséquence de la remarque précédente et de la formule
(3) des exemples 54 du chapitre II.

Lemme 10. Soient Ei,---,E, des sous-espaces vectoriels de E. La somme des E; est
directe si et seulement si on a
i—1

(1) EiﬁZEj:{O} pour tout i=1,---,p.

Jj=1



Démonstration : La condition (1) est nécessaire par définition. Inversement, supposons
qu’elle soit satisfaite. Soient x1,---,x, des éléments de E tels que xj, soit dans Ej et que
x1+---+x, = 0. Il s’agit de montrer que tous les xj sont nuls (remarque 8). Supposons le
contraire et considérons i le plus grand des indices k tels que xj # 0. L’élément —x;, qui
est non nul, est alors la somme des x; pour j =1,---,7 — 1, d’ou une contradiction.

Proposition 11. Soient \,---, ), des valeurs propres de f deux a deux distinctes. La
somme des sous-espaces propres de f associés aux \; est directe.

Démonstration : Notons E()\;) le sous-espace propre de f associé a la valeur propre

A;. Vérifions la condition (1), autrement dit, que pour tout ¢ = 1,---,p, on a la propriété
i—1
P(i): E(\)N DY E(N) = {0},
j=1

Procédons par récurrence sur i. La condition P(1) est remplie (si ¢ = 1, la somme des
E(\j) est nulle par définition). Soit ¢ un entier tel que 2 <1i < p et que P(1),---,P(i—1)
soient vraie. Prouvons que P(i) l'est aussi. Soit = un élément appartenant a F(\;) et a la
somme des E();) pour j = 1,---,4 — 1. Il s’agit montrer que x est nul. On a une égalité
de la forme

r=x1+ --+xi_1 avec z; € E()\)).

On a f(x) = Mz et f(z;) = A\jz;, d'ou les égalités

i—1 i—1
)\il’: E )\z‘flfj = E /\jQL‘j.
J=1 J=1

On obtient -
i
()\j - )\1)1‘] =0.
7j=1
D’apres I’hypothese de récurrence, vu que les propriétés P(1),---, P(i — 1) sont vraies, la
somme des E();) pour j =1,---,i — 1 est directe (lemme 10). Par suite, on a

(Aj =Ai)z; =0 pourtout j=1,---,i— 1.
Puisque A; est distinct de A;, les x; sont nuls, d’ou = 0 et le résultat.

Corollaire 12. Supposons E de dimension finie sur K. Soient Ai,---,\, des valeurs
propres de f deux a deux distinctes et E();) le sous-espace propre de f associé a \;. On a

dim <i E()\i)> = Zp: dim E(\).
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Démonstration : Cela résulte de la proposition précédente et du lemme 9.

Corollaire 13. Soient z1,---,x, des vecteurs propres de f associés a des valeurs propres
deux a deux distinctes. Alors, x1,---,x, sont linéairement indépendants.
Démonstration : Soient ayq, - - -, oy, des scalaires de K tels que la somme des a;x; soit

nulle. Pour tous ¢ et j distincts, a;x; et ajx; appartiennent a des sous-espaces propres
distincts. Pour tout i, on a donc a;z; = 0 (prop. 11), d’ou o; = 0 et 1'assertion.

3. Polynome caractéristique
Supposons E de dimension finie n sur K.
1. Définition

Soit B une base de FE. Notons A la matrice qui représente f dans B. Considérons la
matrice

XI,—A

a coefficients dans I'anneau commutatif K[X], donc en particulier dans le corps des frac-
tions rationnels K (X), de sorte que la théorie des chapitres précédents s’applique.

Lemme 14. 1) Le déterminant de X I,, — A est un polynéme unitaire de K|[X| de degré n.
2) Soient B’ une base de E et A’ la matrice de f dans B'. On a

det(XT, — A) = det(X1I, — A').

Démonstration : 1) Cela résulte de la définition du déterminant d’une matrice.
2) Soit P est la matrice de passage de B & B', on a A’ = P~1AP, d’ot1 les égalités

XI, - A = (P 'XI,P)—- P 'AP = P (X1, - AP,

puis I'assertion.

Cela justifie la définition suivante :
Définition 15. On dit que le déterminant
det(X I, — A)
est le polynéme caractéristique de f.
Notation. On désignera par xs le polynome caractéristique de f.

Remarquons que sin =0, on a x5 = 1.



Lemme 16. Pour que X € K soit valeur propre de f il faut et il suffit que xs(A) = 0. En
particulier, Sp(f) est fini.

Démonstration : La matrice de 'endomorphisme A Idg — f est AL, — A, d’ou 'assertion
(lemme 5).

Précisons l'assertion 1 du lemme 14 en explicitant le coefficient de X"~ ! et le terme
constant de x 7. Rappelons que Tr(f) désigne la trace de f (Chap. II, déf. 90).

Lemme 17. Dans K[X], on a
Xp=X"=Te(f) X" 4o 4 (=1)" det(f).

Démonstration : Les termes de degré n et n — 1 de x s sont ceux du produit

n

H(X - a'i)a

1=1

ou a; est ’élément de la i-eme ligne et de la i-eme colonne de A. Par ailleurs, en substituant
X par 0 dans x¢, on obtient det(—A). On a

det(—A) = (—1)"det(A) = (—1)" det(f),
qui est donc le terme constant de x ¢, d’ou I'assertion.

Corollaire 18. Supposons K = C. Alors f possede n valeurs propres A1, - -, A, comptées
avec leurs multiplicités et on a

n

Tr(f):Z)\i et det(f) =[N

=1

Démonstration : Tout polynéome de degré n dans C[X] possede n racines comptées
avec leurs multiplicités. On a donc

d’ou le résultat (lemme 17).

Définition 19. Soit M un matrice de M, (K). On appelle polynéme caractéristique de M ,
le polynome caractéristique de I’endomorphisme représenté par M dans la base canonique
de K™.



Deux matrices semblables ont donc le méme polyndéme caractéristique.

Etablissons quelques propriétés de x y. Commengons par une disgression concernant
le déterminant des matrices par blocs, tres utile en pratique.

2. Déterminant d’une matrice triangulaire de matrices

Soit L un corps commutatif.
Proposition 20. Soient p et ¢ des entiers > 1 et M une matrice de M1 ,(L) de la forme
A C
u=(5 %)
ou AeMy(L), BeMy(L), C €M, (L) et o1 0 € M, (L) est la matrice nulle. On a

det M = (det A)(det B).

Démonstration : Posons n = p + ¢q. Notons m; ; le coefficient de la i-eme ligne et de
la j-ieme colonne de M. On a

det M = Z 8(U)ﬁmg(i),i.
i=1

oES,

Désignons par Stab,, le sous-ensemble de S,, formé des bijections o telles que

0({1’...7]0}) ={1,---,p}.

Pour tout o € S,, qui n’est pas dans Stab,, on a

H mg(i)’i =0.
=1

On a ainsi

det M = Z 5(0’) ﬁmg(l),l
i=1

oE€Stab,,

Soit Sy (resp. S2) le groupe des bijections de {1, e ,p} (resp. {p—|— 1,--- ,n}) L’application
Sl X SQ — Stabp
qui au couple (a, f) € S1 x S associe la permutation o définie par

o(i)=a(i) si 1<i<p et o(i)=p0>() si p+1<i<n,



est une bijection. De plus, en notant encore € les morphismes signatures sur S; et S5, on
a I’égalité

Il en résulte que l'on a

p n
det M = Z 5(04)5(5)Hma(i),i H M3 (i) i
i=1

(e,)E€S1 X S2 i=p-+1
On obtient
p n
det M = (Z e(a) Hma(i)’i> (Z e(B) H mﬁ(i)’i> = (det A)(det B).
a€S i=1 BESH i=p+1

3. Propriétés

Un sous-espace vectoriel F' de E est dit stable par f si son image par f est contenue
dans F'.

Proposition 21. Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par f. Soit g la restriction
de f a F. Le polynome x4 divise xf.

Démonstration : Posons p = dim F. Choisissons une base ¢/ = (ey,---,€e,) de F.
Complétons e’ en une base e = (e1, -, €p, €pt1, -, €n) de E. Solent M la matrice de
f dans e et M’ celle de g dans €’. Puisque F' est stable par f, il existe des matrices
AeM,,_»(K)et BeM,_,(K) telles que 'on ait

M A
M_(O B)'

XI,— M’ ~A
0 XI,_,— B

On a donc
XI, — M= <

On obtient dans K[X] ’égalité (prop. 20)
x5 =det(XI, — M")det(XI,_, — B).
On a x4, = det(X 1, — M'), d’ou le résultat.
Rappelons que pour tous o € K et P € K[X], il existe un unique entier h > 0 tel que

(X —a)" divise P et que (X —a)"*?! ne divise pas P. On dit que h est ’ordre de multiplicité
de « relativement a P, ou plus simplement, que h est la multiplicité de « relativement a
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P.Sih=0,o0ona P(a)#0.Si h=1, on dit « est une racine simple de P. Généralement,
quand on évoque la multiplicité d’une racine de P, il s’agit de celle relativement a P.

Corollaire 22. Soit A une valeur propre de f. Soient p la dimension du sous-espace propre
de f associé a A et m la multiplicité de X relativement a xy. On a

I1<p<m.
Démonstration : Le sous-espace propre F(A) associé a \ est stable par f et f agit sur
E()\) par 'homothétie de rapport A. Le polynome caractéristique de I’endomorphisme f

restreint & E(X) est donc (X — A)P. Par suite, il divise x s, d’ou I’assertion.

Remarques 23.

1) Le sous-espace propre de f associé a une racine simple de xs est de dimension 1.

2) Soient A et B des matrices de M, (K). Les matrices AB et BA ont le méme
polynome caractéristique. En effet, on a les égalités

A XI, B -XI,\ [(AB-XI, 0,
I, 0O, -1, A a * -XI, )’
B —-XI, A XI,\ (BA-XI, *
-1, A I, 0, ) O, -XI, )’
On a ainsi det(AB — X1,,) = det(BA — X1,,).

4. Polynome minimal

Considérons la K-algebre L(F) des endomorphismes de E (c’est un anneau et un
K-espace vectoriel). Posons

fO=Idg et fF=foff¥ 1 pourtout k>1.
Pour tous pet ¢ € Non a
@) [P0 ft = fTo P = [

Pour tout P € K[X], en posant

N
P = Zaka avec N = deg P,
k=0



on définit 'endomorphisme P(f) par I’égalité

N
P(f) =" axf*.
k=0

On obtient ainsi une application

telle que

En utilisant (2), on montre que ¢y est un morphisme de K-algebres i.e. un morphisme
d’anneaux et une application K-linéaire. Pour tous P et ) dans K[X] et a € K, on a ainsi

(P+Q)(f)=P(f)+Q(f), (aP)(f)=aP(f), (PQ)(f)=P(f)oQ)

L’image de ¢ est la sous-algebre commutative de L(E) engendrée par f. Son noyau Ker ¢
est un idéal de K[X]. S’il n’est pas nul, K[X] étant un anneau principal, il existe un unique
polynoéme unitaire ¢ qui engendre Ker ¢y i.e. tel que

Ker s = {WP | Pe K[X]}.
Définition 24. Si Ker(py) n’est pas nul, on dit que jy est le polynéme minimal de f.
Remarquons que si £ est nul, on a puy = 1.

Lemme 25. Si E est de dimension finie sur K, alors f possede un polynéme minimal.

Démonstration : Notons n la dimension de E sur K. Le K-espace vectoriel L(FE) est de
dimension n?. Par suite, les n? + 1 endomorphismes f* pour 0 < k < n? sont des éléments
linéairement dépendants de £(E). Il existe donc n? + 1 scalaires oy, de K tels que

’I’L2
S ot
k=0

soit un élément non nul de Ker ¢;.

Lemme 26. Supposons E de dimension finie sur K. Les racines dans K de xy et uy sont
les mémes.

Démonstration : Soit o un élément de K.
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Supposons pr(a) = 0. Il existe P € K[X] tel que 'on ait
py = (X —a)P.
Dans 'anneau L(F), on a les égalités

0= ps(f) = (f - aldg) o P(f).

Si o n’était pas racine xy, I’endomorphisme f — aldg serait bijectif. On aurait ainsi
P(f) =0, d’ott une contradiction car p; étant un multiple de P, de degré strictement plus
grand que celui de P, on a P(f) # 0. On a donc xs(a) = 0.

Inversement, supposons x ¢(a) = 0. Soit  un vecteur propre de f associé a a. Posons
pr=X"+a, 1 X'+ +a1X +ag. Ona pus(f) =0, dou

ffHa i fM 4+ aif+agldg = 0.
On a f(z) = ax, d’ou

1

o"r+ +a,_10" " x+ -+ arox + agr =0,

autrement dit,
pg (o) = 0.

Puisque x n’est pas nul, on obtient pf(a) = 0, d’ott le résultat.

Définition 27. Soit M une matrice de M, (K). Le polynéme minimal de M est le
polynéme minimal de I’endomorphisme représenté par M dans la base canonique de K™.

Exemples 28.
1) Soient A un élément de K et M € M, (K) la matrice (de Jordan) associée a A

0o ---
A0

O =

0
A
1
oLl 0
0O 0 0 1 A

Le polynome caractéristique de M est (X — A)™, donc A est I'unique valeur propre de M.
La dimension du sous-espace propre associé a A vaut 1. En effet, A\I,, — M est de rang
n — 1, car A\I,, — M n’est pas inversible et on peut en extraire une matrice de M,,_;(K)

inversible. La dimension du noyau de \I,, — M vaut donc 1.
Vérifions que le polynome minimal de M est aussi (X — \)™. Posons

M =M, + N.
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Notons (eq,---,e,) la base canonique de K™. Pour tout k vérifiant 1 < k <n —1, on a
N(ek) = eg41, d’ou
N¥(e1) = epy1.

Le systeme (e1, N(e1), N%(e1), -+, N""(e1)) est donc une base de K™ (c’est la base cano-
nique). Par ailleurs, on a N"(e;) = N(e,) = 0. Ainsi, N™ étant nul sur les vecteurs d’une
base, on a N™ = 0. Puisque I'on a N"~1(e;) # 0, le polynome minimal de N est donc X™.
Cela implique notre assertion.

2) Soit A une matrice de M, (C) telle que A3 = 242 — A. Vérifions que la trace de
A est un entier naturel. Posons P = X3 —2X? + X € C[X]. Ona P = X(X —1)% et
P(A) = 0. Le polynéme minimal de A divise P. On en déduit que les valeurs propres de A
valent 0 ou 1 (lemme 26). La trace de A étant la somme de ses valeurs propres (cor. 18),
c’est donc un entier naturel.

1 0 0 0
(3 0) w0 0).

On a AB = 0, donc le polynéome minimal de AB est X. On a BA = B et le polynome

3) Posons

minimal de B est X?2. En particulier, AB et BA n’ont pas le méme polynéme minimal.

4) Soient E le R-espace vectoriel R[X] et f: E — E I'endomorphisme de dérivation.
Alors, f n’a pas de polynéme minimal. En effet, supposons qu’il existe P € R[X] non nul
tel que l'on ait P(f) = 0. Notons n le degré de P. Il existe des nombres réels a;, avec

i a, " =0.
k=0

En prenant 'image de X" dans les deux membres de cette égalité et en substituant X par

an, # 0, tels que

0, on obtient n!a,, = 0, ce qui conduit & une contradiction.

5. Endomorphismes diagonalisables

Supposons E de dimension finie n sur K. Pour toute valeur propre A de f, notons
E()) le sous-espace propre de f associé a A.
Définition 29. On dit que f est diagonalisable si F est la somme des sous-espaces propres
de f.

La somme des sous-espaces propres de f est directe (prop. 11). Le fait que f soit
diagonalisable signifie donc que E est somme directe des sous-espaces propres de f. Avec
la notation en usage, cela se traduit par 1’égalité

(3) E= P EW).

X€eSp(f)
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Autrement dit :

Lemme 30. Pour que f soit diagonalisable il faut et il suffit qu’il existe une base de F
formée de vecteurs propres de f.

Démonstration : D’apres (3), la condition est nécessaire. Inversement, s’il existe une
base de E formée de vecteurs propres de f, tout vecteur de E appartient alors a la somme
des sous-espaces propres de f, donc f est diagonalisable (déf. 29).

Exemples 31.

1) Sin =0, alors f est diagonalisable car la somme vide des sous-espaces propres de
f est nulle.

2) L’endomorphisme de R? représenté dans la base canonique par la matrice

()

est diagonalisable. Une base de vecteurs propres est ((17 1), (1, —1)).

3) L’endomorphisme de R” représenté dans la base canonique par la matrice de Jordan,
intervenant dans I’exemple 28, n’est pas diagonalisable si n > 2. En effet, la dimension du
sous-espace propre associé a sa seule valeur propre A\ vaut 1.

Théoreme 32. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :
1) 'endomorphisme f est diagonalisable.
2) 1l existe une base de E dans laquelle f est représenté par une matrice diagonale.
3) Le polynéme caractéristique de f a toutes ses racines dans K et la multiplicité de chaque
racine est la dimension du sous-espace propre de f qui lui est associé.
Démonstration : Ces assertions sont vraies si n = 0. On supposera donc n > 1.

Supposons f diagonalisable. En choisissant des bases de chacun des E()\) pour A dans
Sp(f), et en les réunissant, on obtient une base de F dans laquelle f est représenté par
une matrice diagonale.

Vérifions l'implication 2) = 3). Par hypothese, il existe une base By de E dans

laquelle f est représenté par une matrice diagonale M. Soient Ai,---, A, les éléments
diagonaux de M, deux a deux distincts, apparaissant my, - - -, m,, fois respectivement. On a
p
xr =0 =2)m.
i=1

En particulier, x s a toutes ses racines dans K. Il reste a établir que I'on a
(4) dim E(\;)) =m; pour i=1---p.
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Les vecteurs de By sont des vecteurs propres de f. Pour tout i, ceux associés a \; forment
un systeme libre a m; éléments de E();). On a donc dim E()\;) > m,;. Par ailleurs, on a
dim E(\;) < m; (cor. 22), d’ou (4).

Démontrons que la troisieme assertion entraine la premiere. L’endomorphisme f posse-
de p valeurs propres distinctes Ay, - - -, A, de multiplicités mq, - - - , m,, respectivement, telles
que 'on ait

p
n:Zmi et ijdimE(/\i) pour t=1,---,p.
=1

Il en résulte que la dimension de la somme des F(\;) est n (cor. 12). Ainsi, F est la somme
des E(\;) i.e. f est diagonalisable.

Corollaire 33. Si f posséde n valeurs propres distinctes, alors f est diagonalisable.

Démonstration : D’apres I'’hypothese faite, f possede n sous-espaces propres qui sont
de dimension 1. Leur somme est donc F, d’ou ’assertion.

Remarque 34. Un endomorphisme diagonalisable a des sous-espaces propres dont
les dimensions sont les plus grandes possibles (cor. 22).

On dispose aussi d'une caractérisation pour qu’un endomorphisme soit diagonalisable
en terme de son polynéme minimal. Elle est tres utile en pratique.

Théoreme 35. Pour que f soit diagonalisable il faut et il suffit que son polynéome minimal
ait toutes ses racines dans K et qu’elles soient simples.

Démonstration : Supposons f diagonalisable. Il existe une base (e1,---,e,) de FE
formée de vecteurs propres de f. Soient Ai,---,\; les valeurs propres de f deux a deux
distinctes. Posons

P= ﬁ(X — ).

)
—_

On a
t
P(f) = [[(f = Ailde).
i=1
Vérifions que 1'on a
P(f)=0

Soit j un entier entre 1 et n. Il suffit de montrer que 'on a

P(f)(ej) = 0.
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Soit k l'entier entre 1 et t tel que f(e;) = Are;. Considérons une permutation o € S; telle
que o(t) = k. L’égalité

t—1

P(f) = [[(f = 2o 1dE) o (f — A Idp),

=1

entraine alors ’assertion. Il en résulte que le polynome minimal py de f divise P. En
particulier, toutes les racines de uy sont dans K et elles sont simples.

Inversement, supposons que toutes les racines de uy soient dans K et qu’elles soient
simples. Il existe des éléments aq, - -, dans K, avec oy # o si i # j, tels que

r

pr =X = ai).

=1

Les «; sont exactement les valeurs propres de f (lemme 26). Notons n; la dimension du
sous-espace propre de f associé a a;. On a

0= ns(f) = T[(/ - o 1dp).
i=1
Par ailleurs, on a
(5) dim Ker (ﬁ(f —q; IdE)) < ini(l).
i=1 i=1
On en déduit I'inégalité

T
n < E ;.
i=1

La somme des n; étant plus petite que n (lemme 9), on obtient

T
i=1

Ainsi, E est la somme des sous-espaces propres de f (loc. cit.), donc f est diagonalisable.

(1) Soient fi,---, f, des endomorphismes de E. Afin d’établir la formule (5), il suffit
de prouver 'inégalité

dimKer(f; 00 f,) <Y dimKer f;.
=1

En procédant par récurrence, on se ramene au cas ou r = 2. Soient f et g des endomor-
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Corollaire 36. Supposons K = C. Alors, f est diagonalisable si et seulement si les racines
de son polynéme minimal sont simples.

Exemples 37.

1) Soit f I’endomorphisme de K2 représenté dans la base canonique par la matrice

0 -2 0
1 0 -1
0 2 0

On a
X = X(X?+4).

Si K =R, f n’est donc pas diagonalisable. Si K = C, f est diagonalisable, car ses valeurs
propres, 0 et +2¢, sont simples.

2) Un endomorphisme f de K", distinct de l'identité, dont la matrice dans la base
canonique est triangulaire avec des 1 sur sa diagonale, n’est pas diagonalisable. En effet, on
axs = (X—1)" donc 1 est la seule valeur propre de f. Par suite, si f était diagonalisable,
f serait 'identité.

3) Soit f I’endomorphisme de R? représenté dans la base canonique par la matrice

8 4 =7
A= -8 -4 8
0 0 1

On a
Xf=XX-1)(X —14),

phismes de E. Vérifions que l'on a
dim Ker(g o f) < dim Ker f 4+ dim Ker g.
Considérons pour cela I’endomorphisme
9lym) : [(E) = E,

la restriction de g a f(E). On a I'égalité dim f(£) = dim Ker g|g) + dim(g o f)(£). Le
noyau de g|r(g) est contenu dans le noyau de g, d’ott dim Ker g|¢gy < dim Ker g, puis

dim f(F) < dimKer g + dim(g o f)(F).
Les égalités
dim F = dimKer f + dim f(F) et dimFE =dimKer(go f)+ dim(go f)(F),
entrainent alors le résultat.
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d’ou Sp(f) = {0, 1,4} et f est diagonalisable. Calculons A* pour tout k € N. Pour tout
A € Sp(f), notons E(A) le sous-espace propre de f associé a A. On vérifie que (1,—2,0)
est une base de F(0), que (1,0,1) est une base de E(1) et que (1,—1,0) est une base de
E(4). Le triplet (vy,v2,v3) ou

v1 = (1,-2,0), vy =(1,0,1), wv3=(1,—1,0),

est donc une base de R3 formée de vecteurs propres de f. La matrice de f dans cette
base est

1 1 1
P=|-2 0 -1
0 1 O

-1 -1 1
Ptl=10 0 1
2 1 =2
Sik>1,ona
00 0
DE=10 1 0
0 0 4F

Si k=0, on a D* = I5. On en déduit que pour tout £k > 1, on a

2.4k 4k 1 -24*
AP = —24F 4k 24k
0 0 1
Sik=0,ona A" = Is.
4) Supposons K = C et l'existence d’un entier r > 1 tel que f” = Idg. Vérifions que

f est diagonalisable. Le polynome X" — 1 annule f, et ses racines

2kt

exp< ) pour k=0,---,7r—1

sont distinctes deux a deux. Puisque p ¢ divise X" — 1, les racines de py sont simples, d’ou
'assertion (th. 35).
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Etablissons 1’énoncé suivant concernant la diagonalisation simultanée éventuelle de
deux endomorphismes.

Proposition 38. Soient f et g deux endomorphismes de E diagonalisables tels que I'on
ait fog = go f. Il existe une base de E dans laquelle f et g sont représentés par des
matrices diagonales.

Démonstration : Procédons par récurrence sur la dimension n de E. Le résultat est
vrai si n = 0. Supposons n > 1 et le résultat vrai pour tous les espaces vectoriels sur K
de dimension < n — 1. Il s’agit de montrer I’existence d’une base de E dans laquelle f et
g sont représentés par une matrice diagonale. Si f et g sont des homothéties, toute base
de E convient. Supposons par exemple que f ne soit pas une homothétie. Notons (E,)q
la famille des sous-espaces propres de f. Puisque f est diagonalisable, on a

(6) E =P E..

Pour tout «, vu que f n’est pas une homothétie, la dimension de F, est strictement
plus petite que n. Le sous-espace E, est stable par f et parce que f et g commutent,
E, est aussi stable par g. Les restrictions f|g, et g|g, de f et g & E, sont donc des
endomorphismes de E,. Les polynémes minimaux de f|g_ et g|g, divisent ceux de f et
g, en particulier ils ont toutes leurs racines dans K et elles sont simples. Par suite, f|g,
et g|g, sont diagonalisables (th. 35). D’apres ’hypothese de récurrence, il existe une base
B, de E, dans laquelle f|g, et g|g, sont représentés par des matrices diagonales. Compte
tenu de (6), la réunion des B, est une base de E, dans laquelle f et g sont représentés par
des matrices diagonales, d’ou le résultat.

6. Endomorphismes trigonalisables
Supposons E de dimension finie n sur K.

Définition 39. On dit que f est trigonalisable s’il existe une base de F dans laquelle f
est représenté par une matrice triangulaire.

Si tel est le cas, on peut imposer que f soit représenté par une matrice triangulaire
supérieure (car toute matrice triangulaire inférieure est semblable & une matrice triangu-
laire supérieure).

Théoreme 40. Pour que f soit trigonalisable il faut et il suffit que son polynéme carac-
téristique ait toutes ses racines dans K.

Démonstration : Supposons qu’il existe une base de E dans laquelle f est représenté par
une matrice triangulaire M. Si aq, - - -, a, sont les éléments diagonaux de M, le polynome
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caractéristique de f est
n

xs=](X —a),
i=1
donc xs a toutes ses racines dans K.

Inversement, supposons que Xy ait toutes ses racines dans K. Procédons par récurrence
sur n. Le résultat est vrai si n = 0. Supposons n > 1 et que tout endomorphisme d’un
K-espace vectoriel de dimension finie n’ < n, dont le polynéme caractéristique a toutes ses
racines dans K, soit trigonalisable. Par hypothese, xr a au moins une racine o dans K.
Soit x1 € E un vecteur propre de f associé a a11. Notons D la droite de E engendrée par
x1 et choisissons un supplémentaire F' de D dans E. Soient p : E — FE la projection de F
sur F' parallelement a D et g : FF — F ’endomorphisme de F' défini pour tout x € F' par

Montrons que g a toutes ses valeurs propres dans K. On a dim F' = n—1. Soient (y2, -+, yn)
une base de F' et A la matrice de g dans cette base. Par définition de I’endomorphisme p,
pour tout ¢ = 2,---,n, il existe des scalaires a; € K tels que 'on ait

f(yi) = cariza + g(yi).

Le systeme (1, Y2, -, Yyn) est une base de F et la matrice de f dans cette base est de la
forme
Q11 G2 o Qlp
0 fa2 - Bon
0 B?)n e ﬁSn
0 BnQ e Bnn

On a A = (Bij)2<i,j<n- 1l résulte alors de la proposition 19 que l'on a

Xf = (X — all)Xg-

Par suite, x, divise X, ce qui implique notre assertion. D’apres I’hypothese de récurrence,
il existe donc une base B’ de F' dans laquelle g est représenté par une matrice triangulaire.
On en déduit que dans la base B’ U {xl} de E, f est aussi représenté par une matrice
triangulaire, d’ou le résultat.

Corollaire 41. Supposons K = C. Alors f est trigonalisable.

Corollaire 42. Supposons K = C. Soit M une matrice de M, (K). Il existe P € M,,(K)
inversible telle que P~1M P soit une matrice triangulaire.
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Exemple 43. Soit f I'endomorphisme de R?® représenté dans la base canonique par
la matrice

1 -3 4
A=|4 -7 8
6 -7 7

On a
Xf=X>-X?-5X-3=(X-3)(X+1)>~

Le sous-espace propre de f associé a la valeur propre —1 est de dimension 1, c’est la droite
engendrée par u; = (1,2, 1), par suite f n’est pas diagonalisable (th. 32). Cela étant, f est
trigonalisable (th. 39). Le sous-espace propre de f associé a la valeur propre 3 est la droite
engendrée par us = (1,2, 2). Soit uz un vecteur qui n’est pas dans le plan engendré par u;
et ug. Alors, B = (u1,usz,us3) est une base de R? et la matrice de f dans B est triangulaire.
On vérifie que, par exemple, ug = (1,0,0) convient (le déterminant des vecteurs u; dans
la base canonique est 2). La matrice de passage de la base canonique & B est

1 1 1
P=12 2 0
1 2 0
On vérifie que 1'on a
o 1 -1
pil=10 - 1|,
N
et que
-1 0 -2
Mat(f,B)=P *AP=|( 0 3 4
0 0 -1

7. Théoreme de Cayley-Hamilton

Supposons E de dimension finie sur K. Il s’agit de I’énoncé suivant.

Théoréme 44. On a I’égalité
xs(f) =0.

Démonstration : Posons n = dimE. Sin =0, on a xy = 1, d’ott x7(f) = Idg = 0.
Supposons désormais n > 1. Posons

n
Xf = Zaka.
k=0

20



Soit M une matrice de M, (K) représentant f. Il s’agit de démontrer que 'on a dans
M, (K) Dégalité

n

Z akMk =0.

k=0

Notons C(X) la matrice transposée de la comatrice de X1,, — M. C’est une matrice dont
les coefficients sont des polynomes de degré au plus n — 1. Il existe donc des matrices
Iy € M, (K) telles que l'on ait

n—1
C(X)=> X'I}.
k=0
On a (Chap. III, th. 55)
(X1, — M)C(X) = (det(X I, — M))I,.

On obtient 1’égalité
n—1 n

(7) (XL, - M)> X', =) apX*I, =0.
k=0 k=0

Le premier membre de (7) s’écrit

> X"By ot By € My(K).
k=0

Vu que cette matrice est nulle, cela implique
B =0 pourtout k=0,---,n.
Il en résulte que 'on a
—MT'y =agl,, Tp_1— MDUy=arl, pour k=1,---.n—1, I',_1=anl,.

On en déduit que

n—1 n
—MTo+ Y MMy — MTy) + M"Toy = > apM*.
k=1 k=0

Le premier membre de cette égalité étant nul, on obtient le résultat.
Corollaire 45. Le polynome minimal py divise X f.

Comme application du théoreme de Cayley-Hamilton, précisons I’énoncé du lemme 26.
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Corollaire 46. Soit L un corps commutatif contenant K. Les racines dans L de x; et iy
sont les mémes.

Démonstration : D’apres le corollaire précédent, les racines dans L de py sont des
racines de xs. Inversement, soit o € L une racine de x . Soit M une matrice qui représente
f dans une base de E. Notons fr : L™ — L™ I’endomorphisme du L-espace vectoriel L"
dont la matrice dans la base canonique de L™ est M. Le polynome caractéristique de fy,
est x . Il existe donc # € L™ non nul tel que I'on ait

fo(z) = ax.
Par ailleurs, on a pu¢(M) = 0. Dans 'algebre des endomorphismes de L™, on a donc

pr(fr) = 0.

Dans L™, on en déduit ’égalité
pg (o) = 0.

Puisque x est non nul, on a ps(a) = 0, d’ou le résultat.
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