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Chapitre I - Matrices a coefficients dans un corps

La notion de matrice, a n lignes et p colonnes, a coefficients dans un corps com-
mutatif K, est essentielle en algebre linéaire. Dans le cas ou n = p, on définira ’anneau
M, (K') des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K. Le calcul de la puissance d’une
matrice de M, (K) intervient dans de nombreuses situations. On en présentera deux appli-
cations, I'une concernant les suites récurrentes linéaires et ’autre la notion combinatoire
de graphe orienté simple. On décrira par ailleurs une méthode due a Gauss permettant de
décider si une matrice de M, (K) est inversible, et si tel est le cas, de calculer son inverse.
Comme conséquence de cette méthode, on disposera d’un procédé de résolution de certains
systemes d’équations linéaires, appelés systemes de Cramer. On évoquera a la fin la notion
de déterminant, qui sera reprise en détails dans le chapitre III.
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1. Matrices - Généralités

Dans toute la suite, la lettre K désigne un corps commutatif.

1. Définition

Définition 1. Soient n et p des entiers naturels. On appelle matrice an lignes et p colonnes
a coefficients dans K, toute famille d’éléments de K indexée par I’ensemble des couples
d’entiers (i,7) telsque 1 <i<mnetl<j<p!

Une matrice M se note souvent

M = (aij) 11§<i§n,

<j<p

1 Soient I et E des ensembles. Rappelons qu’une famille (xz)ze ; d’éléments de E
indexée par I est une application de I a valeurs dans FE, celle qui a ¢ associe ;. Si I est
vide, il s’agit de 'unique application () — E, dont le graphe est vide. En particulier, cette

déﬁnition a un sens pour n = 0 ou p = 0.



ou a;; est I'image de (7, j) dans K. Lorsque ’ensemble d’indices ne préte pas a confusion,
on notera plus simplement

M = (aij).

La terminologie utilisée se justifie par le fait que 'on représente M par un tableau rectan-
gulaire, ayant n lignes et p colonnes

ail  ai2 aip
21 Q22 Q2p

)
an1 QAp2 - Qpp

en convenant que a;; est I’élément de la i-eme ligne et de la j-iéme colonne. Cette présen-
tation a été introduite par Arthur Cayley (1821-1895) vers le milieu du XIX¢ siecle.

Notation. On désignera par M,, ,(K) 'ensemble des matrices a n lignes et p colonnes
a coefficients dans K. Si n = p, on le notera M, (K). On dit parfois que M, (K) est
I’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K.

Définition 2. Soit M = (a;;j)1<i<n, une matrice de M, (K).

1<5<n

1) Les coefficients a;; sont appelés les éléments diagonaux de M.
2) On appelle trace de M, notée Tr(M), la somme de ses éléments diagonaux.
3) On dit que M est une matrice diagonale si pour tous i et j distincts, on a a;; = 0.

4) On dit que M est une matrice triangulaire supérieure si pour tous i et j tels que i > j,
onaa;=0.

5) On dit que M est une matrice triangulaire inférieure si pour tous i et j tels que j > i,
on a a;; = 0.

Notation. On notera [,, la matrice diagonale de M, (K) dont tous les éléments dia-
gonaux valent 1, ou 1 est ’élément neutre multiplicatif de K. Elle s’appelle la matrice
identité d’ordre n.

2. Opérations sur les matrices

Définition 3 (Addition - Multiplication par un scalaire).
1) L’addition dans M, ,(K) est ’application
Minp(K) X M p(K) — My (K)
qui a toutes matrices A = (a;j)1<i<n, €t B = (b;j)1<i<n, de M, ,(K) associe la matrice
1<5<p 1<j<p

A+ BeM, ,(K),
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dont I'élément de la i-éme ligne et de la j-ieme colonne est a;j + b;;.

2) L'opération de multiplication par un scalaire est ’application
K x M, ,(K) =M, ,(K)
quia A € K et A = (a;5) 1<izn, € M, ,(K) associe la matrice
M e M, ,(K),

dont I'élément de la i-éme ligne et de la j-ieme colonne est \a;;.

Afin de définir la multiplication de deux matrices, la situation est moins simple. On ne
peut pas multiplier entres elles deux matrices de M, ,(K) sauf si n = p. Plus précisément :

Définition 4 (Produit matriciel). Le produit matriciel est défini pour tous les entiers
naturels n, p, q, par I'application

M p(K) X Mp,q(K) = M ¢ (K)
qui a tout couple (A, B) € M, ,(K) x M, ,(K) associe la matrice
C = AB € M, ,(K),

telle que, en posant A = (a;j)1<i<n,, B = (b;j)1<i<p, €t C = (cj;j)1<i<n,, On ait
1<j<p 1<j<q 1<j<q

P
(1) Cij = Zaikbkj-
k=1
On retiendra que le produit AB n’a de sens que si le nombre de colonnes de A est

égal au nombre de lignes de B.

Exemple 5. Posons

A= (_11 g _67> S M273(R) et B= 3 -5 1 0 € M3’4(R).

On vérifie que 'on a

AB:(SO —-53 60 23

49 —a4 —20)€M2’4(R)‘
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Lemme 6. Soient A, B des matrices de M,,(K) et A un élément de K.
1) On a Tr(A+ B) = Tr(A) + Tr(B) et Tr(AA) = A Tr(A).
2) On a Tr(AB) = Tr(BA).

Démonstration : Posons A = (a;;) et B = (b;;). La trace de A + B est la somme des
a;; + b;; et la trace de AA est la somme des Aa;;, d’ou 'assertion 1. Par ailleurs, on a

AB = Z aikbkj et BA= Z bikakj.
k=1 k=1
On en déduit que 'on a
TI‘(AB) = Z (Z alkbm> et TI‘(BA) = Z (Z blkam> s
i=1 \k=1 i=1 \k=1
d’ou I’égalité annoncée.

Définition 7 (Transposée). Soit A = (a;;)1<i<n, une matrice de M, ,(K). On appelle

1<j<p

matrice transposée de A, et on note *A, la matrice de Ml,, ,,(K) dont I’élément de la i-éme
ligne et de la j-ieme colonne est aj;.

Lemme 8. 1) Pour tous A,B €M, ,(K) et A\ € K, on a

(2) "A+B)="A+'B, 'MA)=XA4 et '('4)=A
2) Pour tous A € M, ,(K) et B € M, 4(K), on a dans M, ,(K) 'égalité
(3) "(AB) ="'B'A.

3) Sin=p, on aTr(A) =Tr(*A).

Démonstration : Les assertions 1 et 3 résultent directement des définitions. Par ailleurs,
posons A = (a;;) et B = (b;;). D’apres (1), les éléments de la i-eme ligne et de la j-ieme
colonne de *(AB) et *B'A sont égaux a

p
E @10k,
k=1

d’ott I'égalité (3).

Définition 9. On dit qu’une matrice de M., (K) est symétrique si elle égale a sa transposée.



3. L’anneau M, (K)

Proposition 10. Soit n un entier naturel. L’ensemble M,,(K) muni de I'addition, et de
la multiplication définie par I’égalité (1), est un anneau.

Démonstration : Le fait que (Mn(K ), —|—) soit un groupe commutatif résulte directe-
ment des définitions : 1’élément neutre est la matrice nulle i.e. la matrice dont tous les
termes sont nuls, et 'opposé de la matrice (aij) est (—aij;).

Vérifions que la multiplication est associative. Soient A = (a;;), B = (bi;) et C = (c45)
des matrices de M, (K). Soient ¢ et j des entiers compris entre 1 et n. L’élément de la
i-eme ligne et de la j-ieme colonne de la matrice A(BC') et celui de la matrice (AB)C sont

n n n n
> ai (Z bkrcrj) et Y <Z airbrk) Chj-
k=1 r=1 k=1 “r=1

respectivement

Ils sont égaux a

E o buv Cuj,

(u,v)E€[l,n]x[1,n]

d’ou lassertion. L’élément neutre multiplicatif de M, (K) est la matrice I,,. La propriété
de distributivité de la multiplication par rapport a ’addition est laissée en exercice.

Remarque 11. Pour tout n > 2, Panneau M, (K) n’est pas commutatif. En effet,
soit  un élément de K distinct de 1. Soit A = (a;;) € M, (K) la matrice définie par

a1 =z, axp=1 et a;; =0 pour tout (,j) distinct de (1,1) et (2,2).
Soit B = (b;;) € M,,(K) la matrice définie par
bir =1, bia=1, byp=1 et b;; =0 pour tous les autres termes de B.

On vérifie que 'on a AB # BA. Les anneaux M, (K ) ont été les premiers exemples connus
d’anneaux non commutatifs.

Rappelons qu’une matrice A € M,,(K) est dite inversible s'’il existe B € M,,(K) tel
que 'on ait
AB=BA=1,.

Remarque 12. Pour tout n > 2, 'anneau M,,(K) n’est pas un corps, autrement dit
il existe des matrices non nulles de M, (K) qui ne sont pas inversibles. Tel est le cas de la
matrice (a;;) définie par a;; =1 et a;; = 0 pour tout (¢,7) # (1,1).

5



Comme il est indiqué dans le chapitre zéro, un élément d’un anneau non commutatif
peut étre inversible a droite sans ’étre a gauche, auquel cas il n’est pas inversible. En ce
qui concerne ’anneau M, (K), on établira dans le chapitre II I’énoncé essentiel suivant.

Théoréme 13. Soit A une matrice de M,,(K). Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) A est inversible.

2) 1l existe B dans M, (K) tel que AB = I,, (A est inversible a droite).

3) Il existe C' dans M, (K) tel que CA = I,, (A est inversible a gauche).

2. Puissances d’une matrice - Applications

1. Définition

Soient n, k des entiers naturels et Aq,---, Ay des matrices de M, (K). On définit le
composé de Aq,---, A par la formule de récurrence

AyAg - Ay = (A1 A -+ Ap_1) Ap.

Définition 14. Pour tous k € N et A € M, (K), la puissance k-iéme de A est la matrice

AP =A... A (k facteurs).

D’apres la définition d’un produit vide, on a
A° =1,.

Remarque 15. Pour tout entier p tel que 1 < p < k, on a ’égalité
A Ap = (Ay - Ap)(Apig - Ap).

En effet, elle est vraie si k = 0. Supposons qu’elle le soit pour un produit de k£ — 1 matrices
ouk > 1. Posons A = A; --- Ag. Soit p un entier compris entre 1 et k. L’égalité a prouver est
vraie si p = k. Supposons p < k—1.Ona A = (Ay -+ Ap_1)Ak. L’hypothese de récurrence
implique A = ((Al s Ap)(Apgr - -Ak_l))Ak. D’apres la propriété d’associativité, on ob-
tient A = (Ay -+ Ap) ((Apy1 -+~ Ag—1)Ax), d’ott égalité annoncée.

Indiquons une méthode de calcul des puissances d’une matrice dans le cas ou n = 2.

2. Méthode de division euclidienne

Soient A une matrice de My(K) et k un entier naturel. On dispose d’un moyen de
calcul de A* reposant sur le lemme suivant.



Lemme 16. Pour toute matrice M = (CCL Z) € My(K), on a

M? — (a+d)M + (ad — be)I5 = 0.

Démonstration : On a

M2 - a?+bc ab+bd
“\ac+ced be+d? )’

et 'on constate que

a’+bc ab+bd a b 1 0y (0 0
(ac—f—cd be + d? —(a+d) ¢ d + (ad —be) 0 1) \o 0)’
d’ou l'assertion.

Voici comment on peut procéder pour calculer A¥. Soit K[X] I’anneau des polynomes
a coefficients dans K. Posons

A:(CCL Z) et F=X2—(a+d)X + (ad—bc) € K[X].

Supposons pour simplifier K contenu dans C. Effectuons la division euclidienne de X* par
F. 1l existe @ dans K[X] et ay, B dans K tels que I'on ait

X* =FQ+ o X + B

Les racines de F' dans C sont

d A d—vA

1) Sion a A # 0 i.e. u # v, en substituant X respectivement par u et v, on obtient

k

uF = apu+ By et OF

= ag¥ + POk.
Par ailleurs, on a (FQ)(A) = F(A)Q(A) = 0 (lemme 16), d’ou I’égalité
AF = ar A+ Bils.

Pour tout k£ € N, on a ainsi

k_ k k ok
() Ak — (u v )A+(uv vu )IQ.
u—v u—v




2) SiA=0,onaF = (X —u)? En utilisant les égalités F(u) = F'(u) = 0, on vérifie
alors que pour tout £ > 1, on a

(5) AP = (ku" YA+ 41 - k).

Exemples 17.

17

1) Prenons A = (2 3

) € My(R). On a F(A) =0 avec

F=X?-4X —11.
Ses racines sont u = 2+ /15 et v = 2— /15, d’ol le calcul de A* avec 'égalité (4). A titre
indicatif, on trouve
A5 (2577 6335
1810 4387

(exercice : retrouver cette égalité avec la définition).
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2) Prenons A = (11 4

) € M(R). On a F(A) =0 avec

F=(X—7)(X +6).

Pour tout k£ € N, on a donc

Ak <7k _1(:),_6)k)‘4+ (7.(—6)1’“34— 6.7’€)12'

On décrira dans le dernier chapitre du cours une méthode permettant de déterminer
les puissances de certaines matrices de M, (K), celles dites diagonalisables, dont voici la
définition.

Définition 18 (Matrices diagonalisables). Soit A une matrice de M, (K). On dit
que A est diagonalisable s’il existe dans M, (K) une matrice inversible P et une matrice
diagonale D, telles que I'on ait

A=P'DP.

Soit A une matrice diagonalisable de M,,(K). En reprenant les notations ci-dessus,
pour tout £ € N, on a
AF = p~'DFP.

Posons D = (d;;). On a d;; = 0 si i # j. La matrice D* est diagonale et ses éléments
diagonaux sont df;,---,d¥ . Connaissant D et P, on obtient ainsi A*.



3. Applications

On va décrire ici deux situations dans lesquelles le calcul de la puissance d’une matrice
intervient. La premiere concerne les suites récurrentes linéaires et la seconde la notion de
graphe orienté.

3.1. Suites récurrentes linéaires

Soient p un entier > 1 et ag,---,ap,—1 des éléments de K fixés. Il existe une unique
suite (up)neny d’éléments de K définie par ses p premiers termes ug, - - -, up—1 €t pour tout
n € N par la relation

Uptp = AoUp + A1URL1 + -+ Ap1Upip—1-

Une telle suite s’appelle une suite récurrente linéaire d’ordre p. On s’intéresse au probleme

d’expliciter le terme général u,,.2

Exemple 19. Considérons la suite récurrente linéaire d’ordre 2 définie par uy = 0,
u1 = 1 et pour tout n € N par la relation

Upt+2 = —2Up + 3Up41.
On constate que us = 3, ug = 7, ugy = 15. Cela suggere que pour tout n € N on ait
U, = 2" — 1,
ce que 'on vérifie par récurrence (on peut aussi utiliser la formule ci-dessous).

Reformulons ce probleme en termes du calcul des puissances d’'une certaine matrice
de M,(K). Pour tout n € N, posons

0 1 0 0
Un
0 O 1 0
Un+1 . .
Un: . EMp’l(K) et A= : : GMP(K)
un+p_1 ao al .« e .« ap_l

2Sip=1,onau, =alugy. Sip=2, on peut aussi expliciter simplement u,,. En effet,
posons dans K[X]
f:X2—a1X—a(),
et supposons pour simplifier que f a deux racines distinctes r; et 7o dans K. On a alors

Up = AT] + pury  avec A= 20T o u:w.
T2 —n T2 —n
On peut établir cette assertion par récurrence. On obtient A et p en résolvant le systeme
d’équations A + p = ug et Ar; + ure = wuy. Ce procédé se généralise a tout entier p en
utilisant la théorie des espaces vectoriels. Elle permet de comprendre pourquoi il existe de
telles formules.



Pour tout n € N, on a
Un+1 = AUna

d’ou I'égalité
(6) Un - AnUo
Le calcul de A™, ce qui est toute la difficulté, permet ainsi de connaitre u,,.

Exemple 20. Retrouvons le résultat obtenu dans I’exemple 19. 1l s’agit pour cela de
calculer la puissance n-ieme de la matrice

A= (_02 ;) € My (K).

Calculons A™ par la méthode de division euclidienne. On vérifie que I'on a F'(A) = 0 avec
F = (X —1)(X — 2). Par ailleurs, pour tout n € N, il existe Q € K[X] et a,, 5, dans K
tels que 'on ait

X" =FQ+ a,X + B,.

En substituant respectivement X par 1 et 2, on constate que 'on a
a, =2"—-1 et [,=2-2".

Pour tout n € N, I’égalité A" = o, A + 5,12 implique

22" 2" 1
AT = (2—2”+1 2n+1—1>'

Un,

Avec les notations de (6), on a Uy = ((1)) et U, = ( ), d’olt up, = 2" — 1 comme

un—i—l
attendu.

3.2. Graphes orientés simples

Un graphe orienté simple G est la donnée d’un ensemble fini X, dont les éléments
sont appelés sommets, et d’une partie A du produit cartésien X x X, dont les éléments
sont appelés arcs. On note souvent G = (X, A). Si a = (z,y) est un arc, on dit que x est
Iextrémité initiale de a et que y est I'extrémité finale de a, d’ou la notion d’orientation.
Si x = y, on dit que a est une boucle. Un chemin de GG, de longueur k, est une suite de
sommets (z;,,- -, Z;, ), non nécessairement distincts, telle que pour tout r = 0,---k — 1,
(wi,, ;) soit un arc. L’entier k est le nombre d’arcs « parcourus» pour aller de x;, a x;, .

Posons X = {xl, e ,mn}. Par définition, la matrice d’adjacence de G est la matrice
M = (m,j) € MH(R)
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dont les coeflicients sont
m--:{l si (x,z;) € A
K 0 sinon.

Proposition 21. Pour tout k > 1, le coefficient de la i-éme ligne et de la j-iéme colonne
de la matrice M* est le nombre de chemins de longueur k reliant x; a T

Démonstration : Par définition, I’énoncé est vrai si k = 1. Soit k un entier > 2 tel que
le résultat soit vrai pour ’entier k£ — 1. Notons mz(-;?) le coefficient de la i-eme ligne et de la
j-ieme colonne de MF¥. De 'égalité M* = M*~1M, on déduit que I'on a pour tous i et j

n
(k) _ § ’ (k=1)
(=1

D’apres 'hypothese de récurrence, miif_l) est le nombre de chemins de longueur k£ — 1

reliant z; & ;. Par ailleurs, on a my; = 1 si (z¢,2;) est un arc de G et my; = 0 sinon. Il
. k—1 . . \

en résulte que mgg ) my; est le nombre de chemins de longueur k reliant x; a z; dont le

dernier arc est (z¢, x;). La somme de ces termes est donc le nombre de chemins de longueur

k reliant x; a x;, d’ou le résultat.
Exemple 22. Soit G = (X, A) le graphe orienté défini par X = {$1,[E2,(IZ3,(II47LL‘5} et

A= {(:z:l,x5), (x2,21), (T2, 23), (T4, x2), (x4, 24), (x5, 21), (:1;5,:1:3)}.

La matrice d’adjacence de G est

0 0 0 0 1
1 01 0 0
M=10 0 0 0 0] eM;R).
01 0 1 0
1 0 1 0 0
On vérifie par exemple que 'on a

1 01 0 0
0 0 00 1
M°=10 0 0 0 O
31 3 1 2
0 0 00 1

Il y a donc trois chemins de longueur 6 reliant x4 a x1. On peut le vérifier aussi directement.
Soient u le nombre de chemins pour aller de x4 & x4 et v celui pour aller de 1 a x5. On a
u+2v+2 =6, dou u+ 2v = 4. On obtient les trois solutions (u,v) = (0,2),(2,1), (4,0).
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3. Matrices inversibles
Soit A = (a;;) une matrice de M, (K). On s’intéresse ici aux deux questions suivantes.

1) Comment décider si A est inversible on non ?

2) Si A est inversible, comment déterminer son inverse ?

On va décrire une méthode, due a Gauss, permettant de répondre a ces questions.
1. Opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice

Définition 23. Soit M une matrice de M, ,(K). On appelle opération élémentaire sur
les lignes L; de M chacune des transformations suivantes :

1) pour tous i et j distincts, I’échange de L; et L;, que I'on note L; <+ L;.

2) Pour tout A € K non nul, le remplacement de L; par AL;. On la note L; < \L;. Cette
opération s’appelle une dilatation de L;.

3) Pour tous i et j distincts, et tout A € K non nul, le remplacement de L; par L; + AL;.
On la note L; < L; + AL;. Cette opération s’appelle une transvection de Lj;.

Compte tenu de nos objectifs, supposons désormais n = p. Considérons une matrice
M e M, (K).

On va démontrer que toute matrice déduite de M par des opérations élémentaires sur ses
lignes s’obtient en multipliant a gauche M par une matrice inversible convenable. Désignons
par m;; le coefficient de la i-eme ligne et de la j-ieme colonne de M.

Notation. Pour tous i et j entre 1 et n, on notera E; ; la matrice de M, (K') dont le
coefficient de la i-eme ligne et de la j-ieme colonne vaut 1 et dont tous les autres coefficients
sont nuls.

Lemme 24. 1) On a I’égalité

(7) M= iy,
i=1 j=1

2) Pour tous i, j, k, ¢ entre 1 et n, on a

(8) E;i jExe = 05k Ei e,

oudjp=1sij=ketdj,=0sij#k.
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3) Pour tous i et j entre 1 et n, on a

n
Ei’jM: E mngiyg.
=1

Autrement dit, I; ;M est la matrice dont la i-eme ligne est la j-iéme ligne de M et dont
tous les autres coefficients sont nuls.

Démonstration : Les égalités (7) et (8) résultent directement des définitions. Par
ailleurs, elles entrainent que l'on a

n
E; ;M = § My jEg o = § Myl ¢ = E mieE; p.
ot ol =1

Notation. Pour tous i et j distincts et A € K non nul, on posera dans M, (K)
Sij=1In—Ei; —FE;; +FE;;+ E;;,
Di(A) = In + (A= 1)Ei,
T; ;(N) =1, + \E; ;.
Lemme 25. Pour tout A € K non nul, S; ;, D;(\) et T; j(\) sont inversibles. On a
Sl =85 DiN'=D;(A7") et T (N =T5(=N).

Démonstration : Vérifions que SZ2 ; = In. D’apres la propriété de distributivité dans
I’anneau M, (K), on a

S%; = Sij = EiiSij — Ej;Sij + EijSij + EjiSi;.
On déduit de (8) les égalités (on a i # j)
EiiSij = Eij, Ej;Si;=Eji, FEi;Si;=FEi FE;iS;=FE;;,
ce qui entraine le résultat. La seconde égalité a établir résulte directement de la définition
du produit matriciel. On a Ez',jEi,j = O, d’ou Ti,j()‘)Ti,j(_)\) = T@j(—)\)TZ‘,j()\) = ]n et le
lemme.
Lemme 26. Les matrices déduites de M par les opérations
Li<—)Lj, Ll(—ALl, L@<—L@+)\L],
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sont respectivement

SiiM, D;(M\)M, T; ;(AN)M.

Démonstration : C’est une conséquence de la troisieme assertion du lemme 24. En
effet, on a
SiM=M—-FE;;M—FE;;M+E; ;M+E;;M,

qui est donc la matrice déduite de M en échangeant L; et L;. Les deux autres assertions
s’établissent de la méme facon.

Terminologie. On dit que \S; ; est une matrice d’échange, que D;(\) est une matrice
de dilatation et que T; j(\) est une matrice de transvection. On les appellera matrices
élémentaires.

2. Matrices triangulaires inversibles

Lemme 27. Une matrice triangulaire supérieure de M, (K) est inversible si et seulement
si ses coefficients diagonaux sont tous non nuls.

Démonstration : Soit 7' une matrice triangulaire supérieure.
Supposons que ses éléments diagonaux soient tous non nuls. On a T'= D + N, ou D est
une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont ceux de T et ou N est triangu-
laire supérieure dont les éléments diagonaux sont nuls. D’apres 'hypothese faite, D est
inversible. On a donc
T =D(I,+ D™ 'N).

La matrice D™'N est triangulaire supérieure et ses éléments diagonaux sont nuls. On
vérifie que 'on a
(D~'N)" =02

3 Justifions cette égalité. Considérons pour cela une matrice A = (a;;) de M,,(K) telle
que pour tout (7, ) on ait a;; = 0si j < i. Vérifions que I'on a A™ = 0. Pour tout k£ compris

entre 1 et n, notons agf) le coefficient de la i-eme ligne et de la j-iéme colonne de AF. 11
s’agit de montrer que 'on a

al’) =0 si j<i+k-1

On procede par récurrence. Par hypothese, cette égalité est vraie si £k = 1. Supposons
qu’elle le soit pour un entier k£ tel que 1 < k<n—1.0n a

n
(k+1) _ k),
@ij = E g ag;.
=1

L’inégalité 7 < i+ k —1 entraine que 'on a £ < i+ k —1 ou bien 5 < /. D’apres ’hypothese
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On en déduit les égalités

I,=1,— (-D7'N)" = (I, + D"'N) (f(—l)k(p—lzv)’“)

k=0

Il en résulte que T est inversible, d’inverse

(f(—nk(D*N)’“)D*-

k=0
Réciproquement, supposons 1" inversible, d'inverse A. Posons T' = (¢;;) et A = (a;;). On

vérifie alors que pour tout j =1,---,n, on a a;;t;; =1 et a;; = 0 si ¢ > j. En particulier,
les éléments diagonaux de T sont tous non nuls, d’ou le résultat.

3. La méthode de Gauss

Elle repose sur I’énoncé suivant.

Théoréme 28. Soit A une matrice de M,,(K). Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) A est inversible.

2) Il existe une suite d’opérations élémentaires sur les lignes de A, transformant A en une
matrice triangulaire supérieure dont la diagonale n’est formée que de 1.

Démonstration : 1) Supposons A inversible et démontrons la seconde condition. Procé-
dons par récurrence sur n. Le résultat est vraisin = 1, car A étant par hypothese inversible,
ona A= ()\)avec A #0, d’ott (3)A = (1). Supposons n > 2 et le résultat vrai pour I'entier
n—1. Parce que A est inversible, sa premiere colonne est non nulle. Quitte a échanger deux
lignes de A, puis a effectuer une dilatation convenable, on transforme A en une matrice
U = (ui;) telle que u1; = 1. Notons encore L; ses lignes. Pour tous les entiers k > 2 tels
que ug1 # 0, en effectuant 'opération de transvection

Ly < Ly, — up1 L,
on obtient une matrice V' = (v;;) telle que pour tout k > 2, on ait
V11 = 1 et V1 = 0.

La matrice A étant inversible, on déduit alors des lemmes 25 et 26 que V 'est aussi. Soit
V' € M,,_1(K) la matrice déduite de V' en supprimant sa premieére ligne et sa premieére

de récurrence, on a agif) =0sif <i+k—1. Parailleurs, on a ag;j = 0 si j < ¢. On a donc
(k+1) , . ,
a;. = 0, d’ou le résultat.

iJ
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colonne. Elle est inversible, d’inverse celle obtenue en supprimant la premiere ligne et la
premiere colonne de V1. D’apres ’hypothese de récurrence, il existe une suite d’opérations
élémentaires effectuées sur les lignes de V' transformant V' en une matrice triangulaire
supérieure avec des 1 sur sa diagonale. Puisque vy; = 0 pour tout £ > 2, ces mémes
opérations élémentaires effectuées sur les lignes de V' transforment V' en une matrice de
M, (K) ayant la forme souhaitée, d’ou la seconde condition.

2) Inversement, supposons la seconde condition satisfaite. Il existe C' € M, (K), qui est
un produit de matrices élémentaires, telle que C'A soit une matrice triangulaire supérieure
dont la diagonale n’est formée que de 1 (lemme 26). D’apres le lemme 27, C'A est inversible,
donc il existe P € M, (K) inversible tel que 1'on ait P(CA) = I,,. On obtient (PC)A = I,,.
Le produit de deux matrices inversibles étant inversible, tel est le cas de PC'. On en déduit
que A est inversible, d’inverse PC', d’ou le résultat.

De la méme fagon, on établit I’énoncé suivant :

Théoréme 29. Soit A une matrice de M.,,(K). Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) A est inversible.

2) Il existe une suite d’opérations élémentaires sur les lignes de A, transformant A en la
matrice I,,.

Démonstration : Supposons A inversible. Quitte a multiplier a gauche A par un produit
de matrices élémentaires, on peut supposer que A est une matrice triangulaire supérieure
dont la diagonale n’est formée que de 1 (th. 28). En effectuant des opérations de transvec-
tions convenables, on se rameéne au cas ou la premiere ligne de A est (1 0 --- 0).
Comme dans la démonstration précédente, on en déduit la seconde condition en con-
sidérant la matrice déduite de A en supprimant sa premiere ligne et sa premiere colonne.
Inversement, supposons qu’il existe un produit de matrices élémentaires C' € M, (K) tel
que CA = I,,. Parce que C est inversible, on a A = C~!. Il en résulte que A est inversible,
d’inverse C.

Remarques 30.

1) On peut définir la notion d’opération élémentaire sur les colonnes d’une matrice M.
Les définitions sont les mémes. On aboutit a des énoncés analogues aux théoremes 28 et
29, a ceci pres qu’'une matrice déduite de M par une opération élémentaire sur ses colonnes
s’obtient en multipliant & droite M par une matrice élémentaire (et pas a gauche).

2) On déduit du théoreme 29 que toute matrice inversible de M, (K') est un produit
de matrices élémentaires. En effet, si A € M,,(K) est inversible, il existe un produit C' de
matrices élémentaires de M, (K) tel que CA = I,,. L'inverse d’une matrice élémentaire est
une matrice élémentaire, d’oul notre assertion.
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La matrice A étant donnée, si elle est inversible, sans le savoir a priori, la démonstration

du théoreme 28 fournit un moyen pratique de trouver une matrice triangulaire supérieure
A’, dont la diagonale n’est formée que de 1, qui se déduit de A par des opérations
élémentaires sur ses lignes. Cela établit alors le fait que A est inversible. En effectuant
ensuite des opérations élémentaires sur les lignes de A’, on peut déterminer I'inverse de A
(dém. du th. 29).
Par ailleurs, une démonstration analogue a celle du théoreme 28 entraine I’existence d’une
suite d’opérations élémentaires sur les lignes de A, transformant A en une matrice trian-
gulaire supérieure 7. Si I'un des coefficients diagonaux de T est nul, alors A n’est pas
inversible. En effet, il existe un produit de matrices élémentaires C' tel que CA = T. La
matrice C' est inversible et T ne l'est pas (lemme 27). Un produit de matrices inversibles
étant inversible, cela entraine I’assertion.

Exemple 31. Posons

1 3 1
A=1|5 7 0] eMs(R).

Montrons que A est inversible et déterminons son inverse. On notera pour cela L; les lignes
de A, ainsi que celles des matrices déduites de A apres chaque opération élémentaire sur les
lignes. Conformément a la démonstration du théoreme 28, on effectue la suite d’opérations
élémentaires suivante.

1 3 1 1 3 1
Lo+ Ly —5L1 0 -8 -5 L3 — L3 — 21,4 0 -8 -5
2 3 1 0 -3 -1
1 1 3 1 1 3 1
Ly —gLQ : 0 1 % L3 < L3 + 3Ly : 0 1 %
0 -3 -1 00 %
8

S O
O = W
= oot =

Ly + ?Lg :

On en déduit a ce stade que A est inversible (th. 28). Déterminons son inverse. On effectue
pour cela les opérations élémentaires suivantes :

1 0 —% - 1 0 0
L+ L, —3Ly : 01 2 L1<—L1+§L3: 01 2
0 0 1 0 0 1
5 1 00
Lo+ Ly— —-Lg : 01 0 = I3.
8 00 1
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Il s’agit alors de déterminer la matrice C' € M3(K) correspondant a cette suite d’opérations
élémentaires ayant transformé A en I3 i.e. telle que CA = I3. En utilisant le lemme 26, les
huit opérations élémentaires effectuées sur les lignes de A correspondent respectivement
aux matrices

1 00 1 00 1 1 0 O
Toi(-5)=|-5 1 0|, Tsa(-2)=| 0 1 0], 02(_§>: 0 -1 o],
0 0 1 -2 0 1 0 0 1
1 00 3 1 00 1 =30
Tia(3)=(0 1 0], Dg(?): 01 0|, Tia(=3)=[0 1 0],
0 3 1 00 & 0 0 1
7
. 10 I . 100
T173<§>_ 01 0], T2,3(—§): 01 -2].
0 0 1 0 0 1
On a
) 5 7 8 1
AT =C=1Ty3 <——>T1,3<§>T1,2(—3)D3<?>T3,2(3)D2 <—§>T3,1(—2)T2,1(—5),
d’out
-1 0 1
Al |5 1 _s
S T
7 77
4. Systemes de Cramer
by
Soient A = (a;j) une matrice inversible de M, (K) et B = | : | un élément de
bn,
M, 1 (K). 11 existe X € M, 1 (K) unique tel que 'on ait AX = B, a savoir
X =A"'B.
En d’autres termes, il existe un unique élément (x1,---,xz,) € K™ tel que l'on ait

n n n
(9) E aljazj = bl, E agjl‘j = bg, e 5 E anjxj = bn.
Jj=1 Jj=1 Jj=1

On dit souvent que (9) est un systeme de Cramer. Afin de déterminer X, il suffit de calculer
A~!. En fait, il suffit seulement de transformer A en une matrice triangulaire supérieure,
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dont les coefficients diagonaux valent 1, avec des opérations élémentaires sur ses lignes. En
effet, il existe un produit C' de matrices élémentaires tel que

A'=CA

soit de cette forme (th. 28). Posons B’ = CB. Parce que C est inversible, pour tout
X € M, 1(K) on a I’équivalence

AX=B & AX=FH.

On est ainsi ramené a résoudre 'équation A’X = B’. Notons A" = (a;;) et B’ = (b;). Pour

tout : =n,n—1,---,1, on a alors, dans cet ordre,
RN § : o
1<j<n

Le calcul de C est inutile pour déterminer B’. On vérifie en effet que les matrices colonnes
déduites de B = (by) en échangeant b; et b;, en remplacant b; par Ab; et en remplagant
b, par b; + A\b;, sont respectivement S; ;B, D;(\)B et T; ;(\)B. Ainsi, B’ est la matrice
déduite de B par la méme suite d’opérations élémentaires que celle effectuée sur A.

Exemple 32. Prenons

o1 -2 3 1
1 4 0 1 0

A= 5 1 1 _9 € M4(R) et B= 9 € M4’1(R).
1 1 2 =3 3

Démontrons que A est inversible et trouvons la solution de I’équation AX = B, autrement
dit du systéme linéaire (9) correspondant. On notera pour cela L; les lignes de A, ainsi
que celles des matrices déduites de A apres chaque opération élémentaire sur les lignes.
Conformément a la démonstration du théoreme 28, on effectue la suite d’opérations élémen-
taires suivante.

1 4 0 1 1 4 0 1
o1 -2 3 0 1 -2 3
L1 <—>L2 : 5 1 1 _9 L3 %L3—5L1 : 0 —-19 1 _7

1 1 2 -3 1 1 2 =3
1 4 0 1 1 4 0 1
0 1 -2 3 0 1 —2 3

L4 < L4—L1 : 0 —-19 1 _7 L3 < L3+19L2 : 0 0 37 50
0 -3 2 -4 0 -3 2 —4
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1 4 0 1 1 4 0 1
01 -2 3 1 0o 1 -2 3
Ly<+ Ls+3Ly : 0 0 —37 50 L3<——§L3 : 00 1 _%
0O 0 —4 5 0 0 —4 5
1 4 0 1 1 4 0 1
01 -2 3 37 0o 1 -2 3
Ly+ Ly+4L5 : 0 0 1 _g_(g) L4<——EL4 : 0 0 1 _%
0 0 O — 5> 0O 0 O 1

Cela établit le fait que A est inversible. Par ailleurs, on vérifie que la matrice colonne
déduite de B par les mémes opérations élémentaires que celles de A est

0
B=| 4
_ i
5
La solution (x1, 2, z3,74) € R* cherchée est donc (formule (10))
6 13 46
T 5; T2 5 y X3 y T4 5 )
autrement dit, on a
o
AX =B avec X=|"
T3
T4

A titre indicatif, la matrice C' € My (R) correspondant & cette suite d’opérations élémen-

taires est
0 1 0 0
1 0 0 0
C=|_19 5 _1 o |-
I A R
3 01 15 1
et I'on a comme attendu
1 4 0 1
0 1 -2 3
CA =
00 1 -2
0O 0 O 1



5. Introduction a la notion de déterminant

On définira dans le chapitre III la notion de déterminant d’'une matrice de M, (K).
C’est un élément de K. On obtiendra une application

det : M,(K) —» K
telle que pour tous A, B dans M, (K), les conditions suivantes soient remplies :

(11) det(AB) = det(A) det(B),

(12) det(A) #0 <= A est inversible.

On constatera que 'on a
det(I,) = 1.

Si A est inversible, le fait que I'on ait det(A) # 0 est ainsi une conséquence directe de (11).

On a dans ce cas ]
det(A™) = ———.
A7) = Getd)

On se limite ici, pour des raisons techniques, a définir cette notion dans le cas ou n < 3.
Cela permettra, dans ce cas particulier, de disposer sans attendre d’une autre méthode
tres simple pour décider si une matrice est inversible, et s’il en est ainsi de calculer son
inverse.

1.Casoun=0

La seule matrice de My(K) est la matrice vide. Par définition, son déterminant vaut 1.

2. Casoun=1

Soient M une matrice de M (K) et a son coefficient.
Définition 33. Le déterminant de M est a.
Les conditions (11) et (12) sont satisfaites. Si a n’est pas nul, on a M~ = (a7 1).

3. Casoun=2

a

Soit M = (c b) une matrice de My (K).

d
Définition 34. Le déterminant de M est ad — bc.
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Justifions cette définition, en vérifiant que les conditions (11) et (12) sont satisfaites.

/ /
Posons M’ = (CCL, Z,), on a

/ / / /
MM — (aa +bc  ab +bd)

dc+dd Ve+dd
L’égalité det(MM') = det(M ) det(M’) provient alors de la relation
(aa’ +bc")(b'c+dd") — (a'c + 'd)(ab’ + bd') = (ad — be)(a'd —b'c).

En ce qui concerne (12) :

Lemme 35. La matrice M est inversible si et seulement si ad — bc # 0. Dans ce cas, on a

1 d —b
M1 = .
ad — be (—C a )

Démonstration : Supposons M inversible. Il existe alors x,y, z,t dans K tels que
a b x y)y (1 0
c d z t) \0 1)’

ar+bz=1, cx+dz=0, ay+bt=0, cy+dt=1.

autrement dit tels que

On a (bec — ad)z = c et (ad — be)t = a. Cela implique ad — bc # 0, sinon a = ¢ = 0,
ce qui contredit I’hypothese faite. Inversement, si ad — bc # 0, on vérifie directement que
la matrice indiquée dans I’énoncé (que ’on obtient en résolvant le systeme ci-dessus) est
I'inverse de M.

4. Cas ou n =

a c
Soit M = | d f | une matrice de M3(K).
g {

Définition 36. Le déterminant de M est

det(M) = aei + cdh + gbf — (gec + bdi + ahf).

Cette formule, contrairement a son apparence, est assez simple a retenir. On considere
le produit des éléments diagonaux aei, puis les deux autres produits cdh et gbf qui lui
sont en quelque sorte «symétriques» dans le tableau, et on effectue leur somme. On fait
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de méme avec le produit ceg issu de 'autre diagonale et les termes dbi, ahf en oubliant
pas le signe moins (regle de Sarrus).

On peut aussi remarquer que 1'on a (développement suivant la premiere colonne de M)

det(M) =a det(z {)—d det(z §>+g det(z ;),

ou encore que l'on a (développement suivant la premiere ligne de M)

det(M) =a det(Z J;)—b det(;l {)—I—c det(j Z)

Avec la définition du produit matriciel, on constate que la condition (11) est satisfaite.
Justifions que (12) 'est aussi. Soit N € M3(K) la matrice dont le terme de i-eme ligne
et de la j-iéme colonne est (—1)**/ multiplié par le déterminant de la matrice de My (K)
déduite de M en supprimant sa i-eme ligne et sa j-ieme colonne. On a

et — fh gf —id hd—eg
N=1| hc—ib at—gc bg—ah
bf —ec dc—af ae—bd

La matrice N s’appelle la comatrice de M et se note souvent com(M ). On vérifie I’énoncé
suivant (exercice) :

Lemme 37. On a les égalités

M'N ='NM = det(M)Is.

Corollaire 38. La matrice M est inversible si et seulement si on a det(M) # 0. Dans ce
cas, on a

Ly
det (M)
Exemple 39. Posons
1 3 1
M=|-5 2 1| eM;R).
7T -1 4
On a det(M) = 81, en particulier M est inversible. Par ailleurs, on a
9 27 -9
com(M)=| —-13 -3 22 |,
1 -6 17
d’ou (cor. 38)
1 9 —-13 1
M~ = |27 3 =6
-9 22 17
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