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Correction des exercices sur le chapitre I1

Exercice 1

On a 1823 = 5 mod. 18. D’apres le théoreme d’Euler, puisque 5 est premier avec 18,
on a 5918 = 1 mod. 18 i.e. 5° = 1 mod. 18. On a 242 = 2 mod. 6, d’out 'on déduit
que 'on a

1823242 = 5242 = 95 = 7 mod. 18.

Le reste cherché est donc 7.

On a la congruence 2222 = 2 mod. 20. Parce que 2 n’est pas premier avec 20, la
méthode précédente ne s’applique pas. On peut procéder comme suit en étudiant la
suite des puissances de 2 modulo 20. Soit r, le reste de la division euclidienne de
2™ par 20. On vérifie que pour tout n > 2, on a r, = r,4+4 ; en effet, on démontre
par récurrence que pour tout n > 2, on a r, € {4,8,16,12}, ce qui entraine notre
assertion. On en déduit que 'on a r3o; = r5, d’oul

2222321 = 12 mod. 20,

et 12 est le reste cherché.

On a 10* = 4 mod. 7. D’apres le petit théoreme de Fermat, on a 10 = 1 mod. 7, d’oul
10" = 1 mod. 7, puis le résultat.

On a 26 = 1 mod. 9, d’ou 2°"*2 = 4 mod. 9. On a ainsi 26”72 = 4 mod. 18. La
congruence 28 = 1 mod. 19 entraine alors 22" + 3 = 0 mod. 19.

Posons n = 4k +3 ot k € N. On a 2* = 1 mod. 5, d’ou 2** = 1 mod. 5. On a
23 = 3 mod. 5, d’ou u,, = 0 mod. 5.

Posons n = 12k +4 ot k € N. On a 2" = 1 mod. 13, d’ou1 2'?* = 1 mod. 13. La
congruence 2* = 3 mod. 13 implique alors le résultat.

On a 2% = —1 mod. 65, d’ou 2'? = 1 mod. 65, 2”12 = 2" mod. 65, puis
Up+12 = Uy mod. 65.

On déduit de la question précédente, en considérant les congruences de n modulo 12,
que le reste de la division euclidienne de u,, par 65 est I’'un des entiers

1, 5, 13, 29, 30, 46, 54, 58, 60, 61, 63, 64.
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Il n’est pas nul, d’ou 'assertion.

Exercice 2

Posons N = 4(py---pr)?+1.Ona N > 2 et N est la somme de deux carrés. Compte
tenu de l'indication de I’énoncé, N est donc divisible par un nombre premier ¢ congru
a 1 modulo 4. Puisque ¢ divise le produit p;y - - - pg, on en déduit que ¢ divise 1, d’ou
une contradiction.

Exercice 3

Pour p = 3, les entiers R,, avec n multiple de 3 conviennent. Supposons p > 7. On a
alors 10! = 1 mod. p, d’olt pour tout k € N,

10*®=1 =1 mod. p.

Parce que p # 3, on obtient

10+(=1) —1

5 = 0 mod. p,

Riy(p-1) =
d’ot le résultat. Notons que R,, n’est pas multiplede 5sin > 1,carona9R, = 10" —1,

Exercice 4

Soit ¢ un diviseur premier, distinct de 3, de 2P + 1. On a
22?7 =1 mod. q.

Soit d ’ordre multiplicatif de 2 modulo ¢ (g est impair). Il divise 2p, d’ou d = 1,2, p, 2p.
On a d # 1. Par ailleurs, on a d # 2 car ¢ # 3. Si d = p, on obtient 2P = 1 mod. g,
ce qui entraine ¢ = 2 et une contradiction. On a donc d = 2p. On a 297! = 1 mod. g,
donc d divise ¢ — 1, d’ou ¢ = 1 mod. 2p.

Exercice 5

Soit d I'ordre multiplicatif de 2 modulo p. L’entier d divise m et p — 1. Il existe a et
h dans N tels que 'on ait 2¢ =1+ ap et p— 1 = dh. On a ainsi

ogp—1 _ 9dh _ (1+ ap)h = 1+ ahp mod. p°.

D’apres I'hypothese faite, p divise donc a. Par suite, on a 2¢ = 1 mod. p?, ce qui
implique le résultat

Exercice 6



1)

I existe un entier k tel que 'on ait t = 1 + kp(n). Soit a un entier relatif. Compte
tenu de ’égalité p(n) = (p — 1)(¢ — 1), on obtient

CLt = a(a(p_l)(q—1)>k _ a/<a/p_1>(q—l)k.

Si p ne divise pas a, on a a?~! = 1 mod. p, d’ott 'on déduit que a’ = a mod. p. Si p
divise a, cette congruence est aussi vérifiée. De méme, on a a' = a mod. ¢. Puisque p
et ¢ sont distincts, n divise donc a! — a.

Supposons n et p(n) connus. Il s’agit d’expliciter p et ¢. On a
n=pq et p+qg=n—epn)+1
Il en résulte que p et ¢ sont les racines du polynome
X? = (n—¢(n)+1)X +n € Z[X].

On obtient ainsi p et ¢. Inversement, si p et ¢ sont connus, p(n) l'est aussi car on a
e(n)=(p—1)(g—1).

Exercice 7

Notons
t
_ Uz
n=]]»",
i=1

la décomposition de n en produit de facteurs premiers. Le nombre de diviseurs de p;"
est n; + 1. Il en résulte que l'on a

t

d(n) = [ (ni + 1).

i=1
L’entier n est un carré si et seulement si tous les exposants n; sont pairs, ce qui signifie
que d(n) est impair (question 1).

On vérifie que '’ensemble des entiers n < 30 vérifiant 1’égalité d(n) = p(n) est

{17 3.8,10,18, 24, 30}.

Exercice 8

Posons N = a™ — 1 et notons d I'ordre de a modulo N. On a a™ =1 mod. N, donc d
divise n. Par ailleurs, on a a? = 1 mod. N i.e. a” — 1 divise a? — 1. En particulier, on
an<d,doun=d.

L’entier a est premier avec N. On a donc a¥) = 1 mod. N (théoréeme d’Euler).
D’apres la question précédente, cela entraine que n divise ().



Exercice 9

On a les égalités
(1) n—1=(-1p+(p-1) e n-1=(p-1)g+(g—1).
Par suite, on a
2"l =921 mod. ¢ et 271 =271 mod. p.

Supposons 2" "' = 1 mod. n. D’apres les congruences précédentes, on a alors

27"l =1mod. ¢ et 297! =1 mod. p.
Puisque I'on a 2°~! =1 mod. p et 297! = 1 mod. ¢, on obtient

2?71 =1mod. n et 297! =1 mod. n.

Ainsi, n divise le pged de 2P~1 — 1 et 2971 — 1, qui n’est autre que 2¢ — 1 (cf. la
démonstration du lemme 2.9).

Inversement, si 2¢ = 1 mod. n, on a 2°~! = 1 mod. n et 297! = 1 mod. n. On déduit
alors de la premiere égalité de (1) la congruence 2"~! = 1 mod. n, d’ott le résultat.

Exercice 10

On a l’égalité
s—1

o' —1=(a' - 1) [J(a®" +1).

i=0
En effet, cette formule est vraie si s = 0 (un produit vide vaut 1). Si on la suppose
vérifiée pour s € N, alors elle I’est aussi pour s + 1, vu que l'on a

a1 = (a1,
D’apres le petit théoréme de Fermat, p divise a?~! — 1, d’ou 'assertion.

Exercice 11

Supposons que n ne soit pas premier. Il existe alors un nombre premier p < y/n qui
divise n. On a ¢ > p — 1, en particulier g est premier avec p — 1. Il existe donc un
entier u > 1 tel que 'on ait

ug=1mod. p—1
(cf. lalinéa 5 des exemples 2.1). D’aprés la congruence a”~! = 1 mod. n, p ne divise
pas a, d’ou a = a"® mod. p. On obtient ainsi

n—1 (n—1)

a @ =a" 7 =a“"Y =1 mod. p.
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n—1
Cela contredit le fait que les entiers a ¢« — 1 et n sont premiers entre eux, d’ou le
résultat.

Exercice 12
On a

(1) Ny=1+p+---+p" "

Par suite, N, est un entier naturel.

Pour tout k& > 1, on a p¥ — p = p(p*¥~! — 1). L’entier p*~! — 1 est divisible par p — 1.
Ainsi p et p— 1 divisent p* — p. Les entiers p et p — 1 sont premiers entre eux, d’ot la
congruence annonceée.

On déduit de (1) et de la question précédente, que 'on a
N, =1+p(p—1)=1mod. (p* - p).

Il existe k € N tel que N, = 1+k(p? —p). Ainsi ¢ ne divise pas p*> — p, sinon ¢ diviserait
N, — k(p® — p) qui vaut 1.
De I’égalité

(p—1)N, =p" -1,

on déduit que I'on a p? = 1 mod. £. L’ordre d de p modulo ¢ divise donc p. On a d # 1

car ¢ ne divise pas p—1, d’ou d = p. Par ailleurs, on a £ # p. D’apres le petit théoreme

{—1

de Fermat, on a donc p*~" = 1 mod. ¢. Il en résulte que p divise £ — 1.




