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Introduction

L’objectif de ce cours est de présenter les concepts de base de 'arithmétique, des
structures algébriques, de la théorie des corps finis, et d’en déduire quelques applications
a la cryptographie.

On ne se préoccupera pas de la construction de ’ensemble N des entiers naturels, ni
de celle de I’ensemble Z des entiers relatifs. Nous admettrons donc que ces ensembles exis-
tent, et qu’ils sont munis de la relation d’ordre et des lois de composition usuelles que le
lecteur connait depuis longtemps. Le début du cours est consacré a 1’étude de la divisibilité
dans Z, qui est le point de départ de 'arithmétique, et a une introduction a la théorie des
groupes finis. Les premiers résultats de cette théorie sont indispensables dans la plupart
des applications arithmétiques ultérieures. Un accent particulier est mis sur 1’étude des
groupes abéliens, pour lesquels on définit la notion «non évidente» de groupe quotient. On
I’étend ensuite au cas des anneaux commutatifs, en vue d’étudier les quotients de Z, les
quotients des anneaux de polynoémes, et notamment les corps finis.

J’ai développé a certains endroits, en complément, quelques résultats pour les étu-
diants qui pourraient étre intéressés. Les parties concernées seront précisées pendant le
semestre. A titre indicatif, je signale les ouvrages suivants comme bibliographie complé-
mentaire du cours :

1) X. Buff, J. Garnier, E. Halberstadt, T. Lachand-Robert, F. Moulin, J. Sauloy, Mathé-
matiques, Tout-en-un pour la Licence, Niveau L1, Sous la direction de J.-P. Ramis et
A. Warusfel, Dunod, 2006.

2) M. Demazure, Cours d’algebre, primalité divisibilité codes, Nouvelle bibliotheque
mathématique, Cassini, 1997.

3) J. Dixmier, Cours de mathématiques du premier cycle, 17 année, gauthier-villars,
deuxieme édition, 1976.

4) R. Godement, Cours d’algebre, enseignement des sciences, Hermann, troisieme édition,
1980.

5) P. Ribenboim, Nombres premiers : mysteres et records, Puf, premieére édition, 1994.

6) P. Wassef, Arithmétique, Application aux codes correcteurs et a la cryptographie,
Cours et 122 exercices corrigés, Licence de Mathématiques, Vuibert, 2008.






Chapitre I — Arithmétique sur z

Soient N I’ensemble des entiers naturels et Z ’ensemble des entiers relatifs. On dispose
sur Z des trois lois de composition!, qui & tout couple (x,y) de Z x Z associent la somme
x+vy, la différence x — y et le produit zy. Nous noterons comme il est d’usage < la relation
d’ordre? usuelle sur Z. Pour tous z,y € Z, on a x < y si et seulement si il existe t € N tel
que l'on ait y = x +¢. Dans ce cas, on dit que x est plus petit que y, ou que x est inférieur
a y. La relation x < y s’écrit aussi y > x. Si 'on a z < y avec x # y, on écrira parfois que
I'on a z < y ou bien y > x. Cette relation d’ordre, induite sur N, munit N d’une structure
d’ensemble ordonné, pour laquelle la propriété fondamentale suivante est vérifiée :

Propriété fondamentale. Toute partie non vide de N a un plus petit élément3.

On l'utilisera & de nombreuses reprises.

1. Division euclidienne

Pour tout = € Z, on note |z| le plus grand des entiers —x et z.

Théoréme 1.1 (Division euclidienne). Soient a et b deux éléments de Z avec b # 0.
Il existe un unique couple (q,r) € Z x Z tel que 'on ait

a=bg+r et 0<r<|b.

On dit que q est le quotient et que r est le reste de la division euclidienne de a par b.

Démonstration : 1) Démontrons l’assertion d’existence. Considérons ’ensemble

A:{a—bkykez}mN.

1 Une loi de composition sur un ensemble E est une application du produit cartésien
FE x E a valeurs dans E. Combien existe-t-il de lois de composition sur un ensemble fini
de cardinal n ?

2 Une relation d’ordre sur un ensemble E est une relation binaire R sur E telle que
pour tous z,y et z dans F, les conditions suivantes soient remplies :

1) on a zRx (réflexivité).
2) Si 2Ry et yRz, alors z = y (antisymétrie).
3) Si xRy et yRz, alors xRz (transitivité).
Une relation d’ordre est souvent notée < par commodité.

3 Soient < une relation d’ordre sur un ensemble E et F' une partie de £. Un élément
a € E est appelé plus petit élément de F', si a appartient a F' et si pour tout « € F, on
a a < x. D’apres la propriété d’antisymétrie, s’il existe un plus petit élément de F', il est
unique. On parle alors du plus petit élément de F'. Par exemple, 0 est le plus petit élément
de N. Bien entendu, un tel élément n’existe pas toujours. A titre indicatif, Z n’a pas de
plus petit élément. Il en est de méme de l'intervalle |0, 1] dans I’ensemble des nombres réels

muni de sa relation d’ordre usuelle.



Vérifions que A n’est pas vide. Tel est le cas si a > 0, car alors a est dans A (on prend
k = 0). Supposons a < 0. Si b > 1, on constate que a(l —b) € A (prendre k = a) et si
b < —1, alors a(1 +b) € A (prendre k = —a). D’apres la propriété fondamentale satisfaite
par N, I'ensemble A possede donc un plus petit élément r. Parce que r appartient a A, on
ar >0 et il existe ¢ € Z tel que l'on ait a — bg = r. 1l reste a vérifier que 'on a r < |b|.
Supposons le contraire. On obtient

0<r—|bj=a—-blqg+e)€ A avec e==l1.

L’inégalité r —|b| < r contredit alors le caractére minimal de 7, d’oui I'assertion d’existence.

2) Démontrons ’assertion d’unicité. Supposons pour cela qu’il existe deux couples
(q,7) et (¢',r") d’entiers relatifs tels que 'on ait

a=bg+r=>bd +r" avec 0<r<|b] et 0<r <]b|.

On a |q¢ — ¢'||b| = |r' — r|. Puisque r et 7’ sont positifs, |r — 7’| est inférieur ou égal a r ou

', d’ou |r — | < |b|. On obtient |¢ — ¢'| < 1, d’ott ¢ = ¢, 7 =1’ et le résultat.

Définition 1.1. Soient a et b deux éléments de Z. On dit que b divise a ou que b est un
diviseur de a, ou bien encore que a est un multiple de b (dans 7Z) s’il existe k € Z tel que
a = bk. Si b est non nul, cette condition signifie que le reste de la division euclidienne de
a par b est nul.

Exercice 1.
1) Quels sont le quotient et le reste de la division euclidienne de 56798 par 23 7
2) Démontrer que 14443 est divisible par 101.
3) Soient a et n deux entiers naturels non nuls. Montrer que 'on a I’égalité
a"—1=(a—D@" ' +a" %+ - +a+1).
En particulier, a — 1 divise a™ — 1.
4) Déterminer tous les entiers naturels n tels que n + 1 divise n? + 1.
2. Nombres premiers

Définition 1.2. On appelle nombre premier tout entier p > 2 dont les seuls diviseurs
positifs sont 1 et p.

Par exemple 2, 3, 5, 7, 11, 13, --- sont des nombres premiers.

Lemme 1.1. Soit p un entier > 2. Alors, p est premier si et seulement si p n’est pas le
produit de deux entiers strictement plus grands que 1.

Démonstration : Si 'on a p = ab avec a et b strictement plus grands que 1, alors a
divise p et a est distinct de 1 et p, autrement dit, p n’est pas premier. Inversement, si p

6



n’est pas premier, il possede un diviseur positif a autre que 1 et p. On a alors p = ab, ou
a et b sont > 2.

Théoreme 1.2. Tout entier n > 1 est un produit de nombres premiers. En particulier,
tout entier n > 2 posséde un diviseur premier.

Démonstration : On procede par récurrence sur n. Notons P(n) la propriété : n est
un produit de nombres premiers. La propriété P(1) est vraie car 1 est le produit vide des
nombres premiers. Considérons un entier n > 2 tel que P(k) soit vraie pour tout entier k
tel que 1 < k < n. Il s’agit de démontrer que P(n) est vraie. Tel est le cas si n est premier.
Si n n’est pas premier, il existe des entiers a et b strictement plus grands que 1 tels que
n=ab.Onal<a<netl<b<n,donc P(a) et P(b) sont vraies, d’ou le résultat.

Notation. On notera désormais P ’ensemble des nombres premiers.
Le résultat suivant est du a Euclide qui vécut au III¢ siecle avant J. C. :

Théoréme 1.3. L’ensemble P est infini.

Démonstration : Supposons que P soit fini de cardinal n. Soient pq, - - -, p,, ses éléments.
Posons N =1+ p;---pp. Ona N > 2, donc N possede un diviseur premier p. L’entier p
divise py - - - pp, d’ou I'on déduit que p divise 1, ce qui conduit a une contradiction.

Théoréme 1.4 (Lemme d’Euclide). Soient a,b des entiers naturels et p un nombre
premier tels que p divise ab. Alors, p divise I'un des entiers a et b.

Démonstration. La démonstration qui suit est due & Gauss®. Supposons que p ne divise
pas a. Il s’agit de montrer que p divise b. Considérons pour cela ’ensemble

A= {n > 1| p divise an}.

Il est non vide, car p appartient a A. Soit m le plus petit élément de A. D’apres I’hypothese
faite sur a, on a l'inégalité

(1) m > 2.

4 Rappelons le principe du raisonnement par récurrence. Soit ny un entier naturel. II
s’agit de démontrer qu'une certaine propriété P(n) de entier n est vraie pour tout n > ng.
Supposons vérifiées les deux assertions suivantes :

1) la propriété P(ng) est vraie.
2) Pour tout entier n > ng, si la propriété P(n) est vraie, alors P(n + 1) I'est aussi.

Sous ces hypothese, la propriété P(n) est vraie pour tout entier n > ng.

Une variante consiste a remplacer la deuxieme condition par la suivante, qui est parfois
plus facile a utiliser, et qui, avec la premiere condition, conduit a la méme conclusion :

2’) Pour tout entier n > nyg, si la propriéte P(k) est vraie pour tout k tel que ng < k < n,
alors P(n) lest aussi.



Soit n un élément de A. Vérifions que m divise n. D’apres le théoreme de la division
euclidienne, il existe deux entiers g et r tels que 'on ait n = mqg +r avec 0 < r < m. On
a Pégalité an — (am)q = ar, d’ott 'on déduit que p divise ar (car n et m sont dans A).
Puisque 'on a » < m, r n’est pas dans A, d’ou r = 0 et notre assertion. L’entier p est dans
A. Par ailleurs, on peut supposer b > 1, auquel cas b est aussi dans A. Il en résulte que m
divise p et b. L’inégalité (1) et le fait que p soit premier entrainent alors p = m. Par suite,
p divise b.

Corollaire 1.1. Si un nombre premier divise un produit d’entiers relatifs, il divise I'un de
ces entiers. En particulier, si un nombre premier divise un produit de nombres premiers,
il est égal a I'un d’eux.

Démonstration : C’est une conséquence directe du théoreme 1.4, en procédant par
récurrence sur le nombre de facteurs du produit (exercice).

Le théoreme suivant s’appelle parfois le théoreme fondamental de ’arithmétique :

Théoreme 1.5. Tout entier n > 2 s’écrit de facon unique sous la forme

(2) n:p?l...p:}'f‘7

ot les n; sont des entiers naturels non nuls, et ot les p; sont des nombres premiers vérifiant
pi—1 < p; pour tout i = 2,---,r. On dit que I’égalité (2) est la décomposition de n en
produit de nombres premiers.

Démonstration : L’assertion d’existence provient du théoreme 1.2 en regroupant les
facteurs égaux par ordre croissant. Prouvons I’assertion d’unicité. Supposons que 1’on ait

_ ni My ma m
n_pl ...prT_ql ...qss,

ol les p; et g; sont premiers tels que p; < --- <p,, @1 < ---,qs et ou les n; et m; sont des
entiers naturels non nuls. On déduit du corollaire 1.1 que l'on a

{pr, oo} ={a, a5 )

Par suite, on a r = s. De plus, p; est le plus petit élément de {pl, e ,pT} et ¢q1 est le plus
petit élément de {ql, e ,qr}, d’ou p; = q1, puis p; = ¢; pour tout 7. Par ailleurs, s’il existe

5 Carl Friedrich Gauss, surnommsé le prince des mathématiciens, est né & Brunswick
en 1777 et décede a Gottingen en 1855. On lui doit une quantité massive de résultats
en arithmétique, ainsi que dans d’autres domaines. Son ouvrage, Disquisitiones Arith-
meticae, est resté célebre en théorie des nombres. On pourra trouver les arguments de

la démonstration du théoreme 1.4 a la page 6 de ce livre. A dix ans, le maitre d’école
lui demanda de calculer la somme des cent premiers entiers naturels. Il donna de facon
surprenante la réponse tres rapidement, a savoir 50 x 101 = 5050. Quelle formule avait-il

utilisée ?



un indice i tel que n; # m;, par exemple n; < m;, alors p; divise un produit de nombres
premiers tous distincts de lui méme, ce qui contredit le corollaire 1.1 et établit le résultat.

Exercice 2 (Petit théoréme de Fermat6). Soient a un entier > 1 et p un nombre
premier.

1) Soit k un entier vérifiant les inégalités 1 < k < p—1. Montrer que p divise le coefficient

. . P
b 1 .
inomia ( k')
2) En déduire, par récurrence sur a, que p divise a? — a.

On démontrera ce résultat de fagon plus conceptuelle au chapitre IV.

Un probleme naturel qui se pose est le suivant :
Probleme. Soit n un entier > 2. Comment décider si n est un nombre premier ou non 7

Il existe de nombreux tests permettant parfois de reconnaitre si un entier n est premier.
Nous n’aborderons pas cette étude dans ce cours. C’est la théorie des tests et criteres de
primalité. Signalons seulement a ce sujet le résultat ci-dessous :

Lemme 1.2. Soit n un entier > 2. Si n n’est pas premier, alors n possede un diviseur
premier p vérifiant I'inégalité p*> < n.

Démonstration : Si n n’est pas premier, il existe deux entiers a et b strictement plus
grands que 1 tels que n = ab (lemme 1.1). Supposons par exemple a < b. Puisque a > 2,
a possede un diviseur premier p (th. 1.2). Ainsi p divise n et on a p? < n.

En utilisant ce résultat, on constate par exemple que 641 est premier. En effet, s’il
ne I’était pas, il devrait exister un nombre premier p < 25 divisant 641. Les nombres
premiers plus petits que 25 sont 2,3,5,7,11,13,17,19 et 23. On vérifie alors qu’aucun de
ces nombres ne divise 641 en utilisant le théoreme de la division euclidienne.

Etant donné un entier N , il existe un procédé de criblage, appelé crible d’Eratosthéne
(il vécut au III¢ siecle), qui permet de déterminer tous les nombres premiers inférieurs a

6 Pierre de Fermat est né pres de Toulouse en 1601 et mourut & Castres en 1665. Bien
qu’il consacra une partie de sa carriere a sa fonction de conseiller a la Cour de Toulouse, il
restera comme 'un des grands mathématiciens de son temps, notamment pour ses travaux
en théorie de nombres et en probabilité. Il existe aussi un «grand théoreme de Fermat»,
qui en réalité n’est devenu un théoreme qu’en 1994. Il s’agit de 1’énoncé suivant : pour
tout entier n > 3, il n’existe pas d’entiers relatifs z, y et 2z tels que =" + y™ = 2" avec
xyz # 0. L’entier n = 2 doit évidemment étre exclu vu que pour tous a et b dans Z, on a
'égalité (a? — b?)? + (2ab)? = (a? + b?)?, ce qui géométriquement signifie qu’il existe une
infinité de triangles rectangles dont les longueurs des cotés sont des entiers. La recherche
d’une démonstration, ne serait-ce que pour des valeurs particulieres de I'exposant n, a par
exemple donné naissance a la notion d’idéal d’'un anneau, puis a toute la théorie algébrique

des nombres.



N. Son principe est le suivant. On écrit dans un tableau tous les entiers jusqu’a N. On
raye ensuite tous les multiples de 2, autres que 2, puis tous les multiples de 3, autres que
3, etc, autrement dit, a chaque étape on raye tous les multiples du plus petit entier qui n’a
pas encore été rayé. Pour démontrer que N est premier, si tel est le cas, il suffit d’apres le
lemme 1.2 de cribler tous les entiers plus petits que v/ N. Par exemple, en rayant tous les
multiples de 2, 3, 5 et 7, on constate que 101 est premier.

Remarquons par ailleurs que le petit théoreme de Fermat permet parfois de démontrer
qu'un entier n > 2 n’est pas premier, si tel est le cas. Compte tenu de ce théoreme, il suffit
en effet d’expliciter un entier naturel a tel que n ne divise pas a™ — a. Cela étant, il existe
des entiers n non premiers pour lesquels quel que soit a € Z, ’entier a™ — a est divisible
par n. Ces entiers s’appellent les nombres de Carmichael (1879-1967). Tel est par exemple
le cas de n = 561 (c’est le plus petit) et de n = 1105 (c’est le suivant). On sait par
ailleurs démontrer, depuis 1992, qu’il existe une infinité de nombres de Carmichael. La
démonstration de ce résultat, qui dépasse de loin le niveau de ce cours, utilise la théorie
analytique des nombres. Signalons qu’il est néanmoins assez facile de prouver que pour
tout entier n > 1, si les trois nombres p = 6n+1, ¢ = 12n+1 et » = 18n+ 1 sont premiers,
alors pgr est un nombre de Carmichael. Il en est ainsi avec n = 1, auquel cas pqr = 1729.
La question de savoir s’il existe une infinité de tels entiers n est ouverte.

Exercice 3. Montrer que 3571 est un nombre premier (c’est le cinq centiéme nombre
premier).

Exercice 4 (Nombres de Mersenne - Nombres de Fermat).

Soit n un entier > 1.

1) Montrer que si 2" — 1 est un nombre premier, il en est de méme de n. On notera
que I'implication réciproque est fausse. Par exemple, 21 — 1 = 23 x 89 n’est pas premier.

Un nombre de la forme 2™ — 1, avec n premier, s’appelle un nombre de Mersenne.
C’était un moine francais qui vécut de 1588 & 1648. On connait «beaucoup» de nombres
premiers de Mersenne, en fait quarante-neuf,

22 - 1=3 22-1=7,2°-1=31,---,219—1,... 260 —1 ...,

mais on ne sait pas prouver qu’il en existe une infinité. Le dernier a été découvert en janvier
2016, avec
n = 74207281.

C’est le plus grand nombre premier aujourd’hui connu. Il possede 22338618 chiffres déci-
maux. Les grands nombres premiers de Mersenne ont été détectés en utilisant un critere
de primalité qui leur est spécifique (test de Lucas). Par ailleurs, on ne sait pas non plus
démontrer 'existence d’une infinité de nombres de Mersenne qui ne sont pas premiers.

2) Montrer que si 2" + 1 est premier, alors n est une puissance de 2.
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Un nombre de la forme 22" + 1 s’appelle un nombre de Fermat. On ne connait que
cinqg nombres premiers de Fermat : 3,5,17,257 et 65537 = 22" + 1. On conjecture qu’il
n’en existe qu'un nombre fini. En fait les nombres de Fermat croissent rapidement, et il
est difficile de décider s’ils sont premiers y compris pour des petites valeurs de n.
Prouvons ici que 232 4+ 1 n’est pas premier en montrant qu’il est divisible par 641. La
démonstration qui suit est due a Euler. Posons p = 641. On écrit que 'on a

p=>54421 et p=52"+1.
Il existe donc k € Z tel que 'on ait
51228 = (p— 1)* =1 + kp.

On en déduit I’égalité (p —24)22% =1+ kp i.e. p(228 — k) =232 1 1, d’ou I'assertion.
Cela étant, on ne sait toujours pas démontré 1’existence d’une infinité de nombres de Fermat
qui ne sont pas premiers.

Exercice 5. Déterminer tous les nombres premiers p tels que p divise 2P + 1 (utiliser
le petit théoreme de Fermat).

Exercice 6. Soit n un entier naturel. Posons p = 2n + 1. Démontrer que p est un
nombre premier si et seulement si n ne figure pas dans le tableau infini suivant :

4 7 10 13 16

7T 12 17 22 27

10 17 24 31 38 ...
13 22 31 40 49 ... |~
16 27 38 49 60

dans lequel la premiere colonne est une suite arithmétique de premier terme 4 et de raison 3
et la k-iéme ligne est une suite arithmétique de raison 2k+1. (On vérifiera que le coefficient
de la k-iéme ligne et de la j-ieme colonne de ce tableau est 2kj + k + j.)

Exercice 7. Démontrer que l'entier 1 + 2 + 22 + 23 4+ ... + 226 n’est pas premier.

3. Valuation p-adique d’un entier relatif

On considere dans ce paragraphe ’ensemble N U { + oo} obtenu en adjoignant a
N un élément noté +oo, que 'on munit de la structure d’ensemble ordonné qui induit
Iordre usuel sur N et telle que +00 > n pour tout entier naturel n. On prolonge par
ailleurs la loi additive de N & cet ensemble en posant (+00) +n = n + (+o00) = 400

11



et (+00) + (+00) = +oo. Pour tout nombre premier p, on va définir ici une application,
appelée valuation p-adique,
vp:Z—>NU{+oo}.

Définition 1.2. Soient n un entier relatif et p un nombre premier.

1) Sil'on an > 2, alors v,(n) est 'exposant de p dans la décomposition de n en produit
de nombres premiers. Autrement dit :

1.1) si p ne divise pas n, on a vy(n) = 0.

1.2) Sin = pi*---pl est la décomposition de n en produit de nombres premiers
(n; >1), ona
Up,(n) =n; pour i=1,---,r.

2) On pose v,(0) = +oo et v,(1) = 0.

3) Pour tout n > 1, on pose v,(—n) = vp(n).

On dit que vy(n) est la valuation p-adique de n.

Pour tout nombre premier p et tout entier n > 1, zéro est divisible par p™, ce qui
justifie I'égalité v, (0) = 4o0.

Exemple 1.1. Posons n = 539000. On a n = 23.53.72.11, de sorte que ’'on a vy (n) = 3,
vs(n) = 3, v7(n) = 2, v11(n) = 1 et pour tout nombre premier p distinct de 2,5,7 et 11,
on a vy(n) =0.

Avec cette définition, le théoreme 1.5 s’écrit comme suit :

Théoreme 1.6. Tout entier relatif n non nul s’écrit de maniére unique, a I’ordre pres des
facteurs, sous la forme

(3) n=e H prM avec = +1.
peP
Onace=1sin>1ete=—1sin < —1. Contrairement a ce que laisse supposer

cette formule, il s’agit d’un produit fini car on a v,(n) = 0 pour presque tout p € P (au
sens tous sauf un nombre fini). En effet, pour tout n € Z, on a I’équivalence

(4) vp(n) > 1 <= p divise n.
Pour tous z et y dans Z, on note dans la suite Min(z, y) le plus petit d’entre eux.

Proposition 1.1. Soient a et b deux entiers relatifs et p un nombre premier.
1) On a vy(ab) = vy(a) + vy(b).
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2) On a vp(a + b) > Min(vp(a),vy(b)). De plus, si vy(a) # vy(b), alors on a I'égalité
vp(a +b) = Min(vp(a), v,(b)).

3) Pour que a divise b, il faut et il suffit que I'on ait v,(a) < v,(b) pour tout p € P.

Démonstration : On vérifie directement que ces assertions sont vraies si ab = 0. Sup-
posons donc ab # 0.

1) II résulte du théoreme 1.6 que l'on a les égalités

ab=¢ H p””(ab) =¢ H p””(“H”P(b) avec & = =+1.
peP peP

L’unicité de la décomposition d’un entier sous la forme (3) entraine alors 1’égalité annoncée.
2) 11 existe des entiers r et s, qui ne sont pas divisibles par p, tels que l'on ait

a=p»@r et b=pr®s
Supposons par exemple v,(a) > v,(b). On a
(5) a —I— b = pvp(b) (pvp(a)_vp(b)/,ﬂ + S),
d’ou 'on déduit, d’apres la premiere assertion, que l'on a
vp(a+b) = v,(b) + v, (pvp(a)_vp(b)r + 5) > v,(b) = Min(vp(a), vy(b)).

Supposons de plus v,(a) > v,(b). Dans ce cas, p ne divise pas ptr(@=vp(b)r 4 g D’apres
(5), cela conduit a I'égalité v,(a + b) = v, (b).

3) Supposons que a divise b. Il existe k € Z tel que b = ak. Pour tout nombre premier
p, on a v, (b) = vp(a) + vy(k), d’ott v,(b) > vy(a). Inversement, d’apres I'hypothese faite,

pour tout p € P il existe ¢, > 0 tel que 'on ait v,(b) = v,(a) +t,. Pour presque tout p, on
a vp(a) = vp(b) =t, = 0. Posons
t = H ptp.

peP

Pour tout p € P, on a donc v,(b) = vp(at), d’ott b = *at et a divise b.
Exercice 8. Calculer v3(1056). Pour tout p € P calculer v,(196000).

Exercice 9. Démontrer que v/2 n’appartient pas & l’ensemble Q des nombres ra-
tionnels. Soit a un nombre rationnel strictement positif. Donner une condition nécessaire
et suffisante pour que /a appartienne a Q.

Définition 1.3. Soient a et b deux entiers relatifs. On dit que a et b sont premiers entre
eux s’il n’existe pas de nombres premiers divisant a la fois a et b, autrement dit, si pour
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tout nombre premier p, on a Min(v,(a),v,(b)) = 0. Dans ce cas, on dit aussi que a est
premier avec b.

Théoréme 1.7 (Lemme de Gauss). Soient a,b, ¢ trois entiers relatifs tels que a divise
bc et que a soit premier avec b. Alors, a divise c.

Démonstration : Soit p un nombre premier. Compte tenu de ’assertion 3 de la propo-
sition 1.1, il s’agit de démontrer que 'on a I'inégalité v,(a) < v,(c). Elle est évidente si
vp(a) = 0. Supposons v,(a) > 1 ie. que p divise a. L’entier a étant premier avec b, on a
alors v, (b) = 0. Puisque a divise be, on a vy(a) < v,(be), d’olt vy(a) < vp(c) et le résultat.

Corollaire 1.2. Soient a un entier relatif et r, s deux entiers premiers entre eux. Si a est
divisible par r et s, alors a est divisible par rs.

Démonstration : Il existe u et v dans Z tels que l'on ait les égalités a = ur = wvs.
D’apres le lemme de Gauss, r divise donc v, d’ou 'assertion.

Exercice 10. Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts. Montrer que pq divise
pIt g -1

4. Plus grand commun diviseur
On considere dans ce paragraphe deux entiers relatifs a et b non tous les deux nuls.

Théoreme 1.8. Il existe un unique entier d > 1 vérifiant les deux conditions suivantes :
1) Pentier d est un diviseur commun a a et b.
2) Tout diviseur commun a a et b divise d.

On a l’égalité

(6) i=T] M (e (@00 0))

peP

Définition 1.4. L’entier d défini par I’égalité (6) est appelé le plus grand commun diviseur
de a et b, ou en abrégé le pged de a et b. On le note pged(a, b) ou parfois a A b.

Démonstration : Considérons l'entier d défini par ’égalité (6) (d est bien défini car
a et b ne sont pas tous les deux nuls). Pour tout nombre premier p, v,(a) et v,(b) sont
plus grands que Min (v, (a), v,(b)), donc d est un diviseur commun & a et b (assertion 3 de
la prop. 1.1). Par ailleurs, si ¢ est un diviseur commun & a et b, alors pour tout nombre
premier p on a vy(c) < vp(a) et v,(c) < vy(b), d’olt vp(c) < Min(vp(a), vy(b)), donc ¢ divise
d (loc. cit.). Ainsi d vérifie les conditions 1 et 2. Par ailleurs, si d’ est un entier naturel non
nul vérifiant ces conditions, alors d divise d’ et d’ divise d, d’ou d = d'.
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Lemme 1.3. Les entiers 5 et g sont premiers entre eux.

Démonstration : Pour tout p € P, v,(d) est égal a v,(a) ou v,(b). Par ailleurs, on a
vp(a/d) = vp(a) —vp(d) et vy(b/d) = vp(b) —vp(d), donc le minimum de vy (a/d) et v,(b/d)

est nul, d’ou le lemme.

Lemme 1.4. Les entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement si leur pged est 1.
Démonstration : Les entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement si pour tout

p € P, on aMin(v,(a),vy(b)) = 0. D’apres (6), cela est équivalent a 1'égalité pged(a,b) = 1.
Exercice 11. Déterminer le pged de 2800 et 120.

Exercice 12. Soient a et m deux entiers tels que a > 2 et m > 1. Montrer que l'on a

m_1
pgcd(a . ,a—l) = pged(a — 1,m).
a_

Exercice 13. Déterminer ’ensemble des couples (x,y) € Z? pour lesquels on a 1’égalité
x +y—1=pged(z,y).

Exercice 14. Soient a,b et ¢ trois entiers relatifs non nuls. Montrer que 'on a

(aAb)Ac=an(bAc).

Théoréme 1.9 (Théoréme de Bézout”). Il existe deux entiers relatifs u et v tels que
l'on ait
pged(a,b) = au + bu.

Démonstration : Considérons ’ensemble
A= {au+bv |, v EZ} N (N— {O})

C’est une partie non vide de N. Soit ¢ son plus petit élément. On a ¢ > 1. Vérifions que
I'on a

(7) A:{%|k21}

D’abord, ¢ étant dans A, les éléments de la forme ck, avec k > 1, sont aussi dans A.
Inversement, soit n un élément de A. D’apres le théoreme de la division euclidienne, il
existe q,r € Z tels que 'on ait n = cq + r avec 0 < r < ¢. Supposons r # 0. On a alors

7 Etienne Bézout fut un mathématicien francais qui vécut de 1730 a 1783. Il fut
chargé de ’enseignement des éleves du corps de ’artillerie. Il publia une théorie générale
des équations algébriques a Paris en 1779. Outre le théoreme 1.9, un autre théoreme célebre

porte son nom concernant 'intersection de deux «courbes algébriques».
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r =n —cq > 1. Les entiers n et ¢ étant dans A, n — cq est aussi de la forme aa + bf3
avec «, 3 € 7, donc r appartient a A. Le caractere minimal de ¢ conduit alors a une
contradiction. Ainsi, on a r = 0, puis n = ¢q avec ¢ > 1, d’ou I’égalité (7). Démontrons
alors que 'on a

(8) pged(a, b) =G

ce qui entrainera le résultat. Si ab # 0 les entiers |a| et |b]| sont dans A, et d’apres (7), ¢
divise donc a et b. On a la méme conclusion si ab = 0. Ainsi, ¢ est un diviseur commun a
a et b. Par ailleurs, il existe u et v dans Z tels que ¢ = au + bv, de sorte que tout diviseur
commun a a et b divise c¢. L’égalité (8) en résulte, car ¢ vérifie les deux conditions du
théoreme 1.8.

On en déduit ’énoncé suivant :

Corollaire 1.3. Les entiers a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe u et
v dans 7 tels que l'on ait 1 = au + bv.

Exercice 15. Pour tout n € Z, montrer que les entiers 5n+2 et 12n+ 5 sont premiers
entre eux.

Remarque 1.1. On peut généraliser la notion de pged au cas d’une famille finie
d’entiers relatifs non tous nuls, et les résultats de ce paragraphe s’étendent a cette situation.
Si (zi)1<i<n est une famille d’entiers relatifs non tous nuls, le pged des z; est 'unique entier
d > 0 tel que d divise tous les x; et que tout diviseur commun aux x; divise d. Pour tout
nombre premier p, on vérifie que I'on a (avec la notation évidente)

vp(d) = Min(vp(21), - -+, vp(an)).

On démontre que d peut s’écrire sous la forme d = uixy + - - - + u,x, pour des entiers u;
convenablement choisis. On dit que les x; sont premiers entre eux dans leur ensemble s’ils
n’ont pas de diviseurs premiers communs, ce qui signifie que leur pged vaut 1. Il convient
de noter que cela ne signifie pas qu’ils soient premiers entre eux deux a deux. En pratique,
le calcul du pged d’une famille d’entiers se rameéne a des calculs de pged de deux entiers.
Par exemple, le pged de trois entiers non nuls a, b, ¢ n’est autre que (a A b) A c.

5. L’algorithme d’Euclide

Considérons dans ce paragraphe deux entiers naturels a et b non nuls tels que a > b. On
va détailler ici un algorithme, qui utilise seulement le théoreme de la division euclidienne,
permettant d’une part de déterminer le pged de a et b, et d’autre part d’expliciter une
relation de Bézout entre a et b, autrement dit, de déterminer deux entiers relatifs u et v
tels que 'on ait pged(a, b) = au + bv.
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On construit pour cela une suite finie d’entiers naturels (7;);>0, que 'on appelle la
suite des restes (associée a a et b), par le procédé suivant : on pose d’abord

ro=a et ri==ob.

Soit ¢ un entier > 1. Sir; # 0, on définit ;1 comme étant le reste de la division euclidienne
de r;_1 par r;. Sir; = 0, le procédé s’arréte et la suite des restes est alors formée des entiers
ro,T1, - ,Ti—1,7; = 0. Il existe un unique indice n > 1 tel que la condition suivante soit
satisfaite :

O<rp<rp1<---<ri1<rg et rpp1=0.

Proposition 1.2. On a r,, = pged(a,b).

Démonstration : Soit ¢ un entier tel que 1 <1 < n. Il existe ¢; € Z tel que 'on ait
(9) ric1 = qiri + g1 avec 0 <ripy <7y
Il résulte directement du théoreme 1.8 que 1'on a
pged(ri—1, 1) = pged(ri, rigr1)-
Par suite, on a pged(a, b) = pged(rg,r1) = pged(ry,re) = -+ = pged(rp_1,7n) = Ty.

On a ainsi démontré que le pged de a et b est le dernier reste non nul r,, dans la suite
des restes que 'on a construite. Il existe donc u et v dans Z tels que 'on ait

r, = au + bv.

Le probléeme qui nous intéresse maintenant est d’expliciter un tel couple (u, v). On construit
pour cela deux suites d’entiers (u;)o<i<n €t (v;)o<i<n €n posant

=1, wur =0 et v9g=0, v =1,

Wip1 = Uj—1 — U;iq; €t Vip1 =vij—1 —v;q; pourtoute=1,---,n—1,

ou g; est défini par I’égalité (9), autrement dit, ot ¢; est le quotient de la division euclidienne
de r;_1 par r;.

Proposition 1.3. On a r, = au,, + bvu,.

Démonstration : Il suffit de vérifier que pour tout i tel que 0 < i < n, on a I’égalité
r; = au; +bv;. Elle est vraie si i = 0 et ¢ = 1. Considérons un entier k vérifiant les inégalités
1 < k < n tel que l'on ait r; = au; + bv; pour tout ¢+ < k. On a alors

Tht1 = Th—1 — q&Tk = (Ug—10 + Vx_1b) — qr(ura + vb) = aug1 + bvg4a,
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d’ou I’égalité annoncée.

Il peut étre commode de présenter les étapes de calculs sous la forme du tableau

suivant :
q1 g | | dn—-1 | 4dn
ro=a |ri=b |ro| - |Tho1!|Tn
U |+ | Up—-1|Un
0 1 Vo Un—1 | Un
Exemple 1.2.

Appliquons ce qui précede au calcul du pged des entiers a = 17640 et b = 525. On
obtient le tableau :

33 1 1 2
17640 |525 | 315|210 105
1 0 1 | —1] 2

0 1 |-33] 34 | —67

Ainsi 105 = pged(a, b) et 'on obtient la relation de Bézout
2 x 17640 — 67 x 525 = 105.

Bien entendu, on peut aussi expliciter les décompositions de a et b en produit de nombres
premiers. On trouve a = 23.32.5.7% et b = 3.52.7, d’ou pged(a,b) = 3.5.7 = 105 comme
attendu (th. 1.8).

Exercice 16. Soit n un entier > 1. Déterminer le pged de 9n + 4 et 2n — 1.
Exercice 17. Soient a et b des entiers > 1. Déterminer le pged de 2¢ — 1 et 2° — 1.

Exercice 18. Déterminer les entiers n de quatre chiffres tels que les restes des divisions
euclidiennes de 21685 et 33509 par n soient respectivement 37 et 53.

6. L’équation az + by = c

Considérons des entiers relatifs non nuls a, b et c. On se propose ici de décrire ’ensemble
S formé des couples (z,y) € Z? tels que I'on ait

(10) ar + by = c.
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oy . o )
Proposition 1.4. Soit d le pged de a et b. Posons a’ = & et b/ = 3.
1) L’ensemble S est non vide si et seulement si d divise c.

2) Supposons que d divise c. Soit (xg,1yo) un élément de Z? tel que axg + byo = c. On a
§ = { (w0 + k0, yo — ka') | k€ Z}.

Démonstration : 1) S’il existe des entiers z et y vérifiant (10), d doit diviser ¢ vu que
d est un diviseur de a et b. Inversement, supposons que d divise c. Il existe ¢’ dans Z tel
que ¢ = dc’. Puisque a’ et b’sont premiers entre eux (lemme 1.3), il existe u et v dans Z
tels que a’u+b'v =1 (cor. 1.3). On obtient alors I’égalité ¢ = a(c’u) 4 b(c'v), ce qui prouve
que S n’est pas vide.

2) Soit (z,y) un élément de S. On a 1'égalité

a'(x — o) = b (yo — y).

Puisque a’ est premier avec b’, on déduit du lemme de Gauss que o’ divise yo — y. Il existe
donc k € Z tel que l'on ait y = yg — ka’, puis © = xg + kb'. Inversement, pour tout k € Z,
on a a(xg + kb") + b(yo — ka’) = ¢, d’ott le résultat.

Exercice 19. Déterminer les couples (z,y) € Z? tels que 47z + 111y = 1.

7. Plus petit commun multiple

Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. Pour tous z,y € Z, on note Max(z,y) le
plus grand d’entre eux.
Théoreme 1.10. Il existe un unique entier m > 1 vérifiant les deux conditions suivantes :
1) Pentier m est un multiple commun a a et b.
2) Tout multiple commun a a et b est un multiple de m.

On a l’égalité

(11) m=T] M (v (@00 ()
peP

Définition 1.5. L’entier m défini par I’égalité (11) est appelé le plus petit commun mul-
tiple de a et b, ou en abrégé le ppcm de a et b. On le note ppcm(a, b) ou parfois a \V b.

Démonstration : Considérons 'entier m défini par 1’égalité (11). Pour tout p € P, on
a Max (vp(a), vp(b)) > vp(a),vy(b). Ainsi, m est un multiple commun & a et b (prop. 1.1).
Par ailleurs, si ¢ est un multiple commun a a et b, on a pour tout p € P les inégalités
vp(c) > vy(a) et vy(c) > v,(b), dott v,(c) > Max(vy(a),vy(b)), donc ¢ est un multiple de
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m (loc. cit.). L’entier m vérifie donc les conditions 1 et 2. Si m’ est un entier > 1 vérifiant
ces conditions, alors m’ est un multiple de m et m est un multiple de m/, d’ou m = m’.

Exercice 20. Calculer le ppcm de 1080 et de 3600.

Proposition 1.5. On a I’égalité pged(a, b) ppem(a, b) = |ab|.

Démonstration : Pour tout p € P, on a
vp(ad) = vy(a) + vy(b) = Max(vp(a), vp(b)) + Min(vy(a), v,(D)).
Les théoremes 1.8 et 1.10 entrainent alors le résultat.

Exercice 21. Trouver tous les couples d’entiers naturels (a,b) pour lesquels on a
pged(a,b) =5 et ppem(a, b) = 8160.

Remarque 1.2. On peut, comme pour le pged, généraliser la notion de ppcm au cas
d’une famille finie d’entiers. Etant donnés des entiers non nuls 1, -+, Ty leur ppcm est
I'unique entier m > 0 multiple des x;, tel que tout multiple des x; soit multiple de m. Pour
tout p € P, on a comme attendu

vp(m) = Max (vp (1), -+, vp(zn)).

Cela étant, on notera que la proposition 1.5 est fausse dans ce cadre général, ce qui
s’explique par le fait que I'entier Min(v,(z1),- -+, vp(25)) + Max(vy (1), - -+, vp(25)) n'est
pas en général la somme des v, (z;) : prendre par exemple (z1,z2,23) = (2,3,4) et p = 2.
Le pged des z; est 1, leur ppcm est 12 et leur produit vaut 24.

8. Numération en base b
On considere dans ce paragraphe un entier b > 2.

Théoreme 1.11. Soit x un entier naturel non nul. On peut écrire x de maniére unique
sous la forme

(12) T =anb" + an_1b" L+ 4 a1b+ ag,

oul n est un entier naturel, ot ag,---,a, sont des entiers tels que 0 < a; < b— 1 et ou
an est non nul. On dit que * = a,a,_1---aiag est I'écriture de x en base b et I'on écrit
parfois x = (an -+ ag)p.

Démonstration : Démontrons ’assertion d’existence. Notons pour cela P(x) la pro-
priété : z possede une écriture de la forme (12). La propriété P(1) est vraie, avec n = 0
et ag = 1. Considérons un entier z > 2 et supposons que la propriété P(k) soit vraie pour
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tout entier k tel que 1 < k < z. Il s’agit de démontrer que P(x) est vraie. Tel est le cas si
I'on a x < b, en prenant n = 0 et ag = x dans (12). Supposons donc = > b. 1l existe des
entiers q et ag tels que l'on ait x = bg + ap avec 0 < ag < b. L’inégalité x > b entraine
g > 1. Par suite, on a ¢ < bqg < x. La propriété P(q) étant vraie, il existe un entier n > 1
tel que l'on ait ¢ = a,b" ' + -+ + asb + a1, ou les a; sont entiers vérifiant les inégalités
0<a; <b—1etoua, # 0. L'égalité x = bq + ap entraine alors que P(z) est vraie, d’ou
I’assertion d’existence.

Prouvons 'assertion d’unicité. On remarque pour cela que I'entier n intervenant dans
(12) vérifie les inégalités

(13) b < w < b

En effet, la premiere inégalité est immédiate et le fait que les a; soient compris entre 0
et b— 1 entraine que 'onaz < (b—1)(0" +b" '+ +b+1) ="' — 1 < p"*!. Par
ailleurs, les inégalités (13) caractérisent 'entier n (n est le plus grand entier inférieur ou
égal a logx/logb). Tout revient donc a démontrer que si l'on a

T=apb" + an 10" arbtag = cnb” + 1BV 4 b+ e,

avec a,c, # 0 et 0 < a;,¢; < b—1, alors a; = ¢; pour tout i. Vu le caractére d’unicité du
reste de la division euclidienne de z par b, on a ag = ¢g. On en déduit ensuite ’assertion
en procédant par récurrence finie sur les indices des coefficients.

Exemple 1.3. On vérifie que I'on a 101 = 1 + 22 + 25 + 26, de sorte que 1’écriture de
101 en base 2 est 1100101 i.e. on a 101 = (1100101)s.

Exercice 22. Déterminer 1’écriture en base 3 de 7456.

Exercice 23. Soit n un entier naturel.

1) Trouver une condition nécessaire et suffisante simple pour que n soit divisible par 3,
respectivement par 9.

2) Soit n = (agar—_1 - aiag)1o écriture de n en base 10. Montrer I’équivalence

k
n est divisible par 11 <= Z(—l)iai = 0 mod. 11.
i=0

Exercice 24. Déterminer les nombres de deux chiffres qui s’écrivent uv en base 10 et
vu en base 7.

Terminons ce chapitre en donnant deux applications de ce théoreme.
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1. Calcul «rapide» de la puissance d’un entier

L’existence de ’écriture en base 2 des entiers permet d’accélérer le calcul de la puis-
sance d'un entier. Plus précisément, considérons deux entiers x > 1 et n > 1. Afin de
calculer z™, il faut a priori effectuer n — 1 multiplications. En fait, la détermination de
I'écriture de n en base 2 permet de calculer ™ en effectuant au plus 2logn/log2 multi-
plications. On procede comme suit. Soit

no= 2" 4 21 4 ... 4 20 4 9l
le développement de n en base 2 avec ig < 71 --- < 7. On a I’égalité

ik ik—1 i1 ig
2" = 22" x 22 X ox 22t x a2,

On peut effectuer le calcul de 22" avec 1 multiplications, ce qui fournit aussi le calcul
des autres termes 227 pour 0 < 7 < k. Il en résulte que 'on peut calculer ™ avec iy + k
multiplications. Par ailleurs, on a

- 1
k<in et 2% <n e i< 20
log 2
On en déduit que
21
Z'k + k S Ogn7
log 2

ce qui établit notre assertion.

Exemple 1.4. On a vu plus haut que 'on a 101 = 26425 422 + 1. Par suite, le calcul
de 219t peut se faire avec neuf multiplications (au lieu de cent a priori).

2. Formule de Legendre® donnant v,(n!)

Soient n un entier naturel non nul et p un nombre premier. On se propose de déterminer
ici la valuation p-adique de n!. On va démontrer le résultat suivant, qui a été obtenu par
Legendre en 1808.

Théoréme 1.11. Soit n = (ay - - - ao), 1’écriture de n en base p. On a

k
n—=S .
(14) vp(nl) = o ou S= ;ai.

8 Adrien-Marie Legendre est né a Paris en 1752 et décede en 1833. II fut professeur &

I’Ecole Militaire de Paris de 1775 & 1780. 1l apporta sa contribution mathématique dans
de nombreux domaines, notamment au calcul intégral, a la théorie des fonctions elliptiques

ainsi qu’a la théorie des nombres. Il démontra le grand théoreme de Fermat pour n = 5.
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Démonstration : Pour tout z € R, notons [z] la partie entiere de x, i.e. le plus grand
entier relatif inférieur ou égal a x. On utilise le lemme suivant :

Lemme 1.5. Soient a et b deux entiers > 1. On a

[a+1} _ [g] :{1 si b divise a + 1
b 0 sinon.

b

Démonstration : Il existe deux entiers q et r tels que I'on ait
a=bg+r avec 0<r<hb.

On a en particulier

[%} =q et a+1=bg+ (r+1) avec r+1<b.
On en déduit que b divise a + 1 si et seulement si b = r + 1. Si b divise a + 1, on a donc

a+1=0b(g+1), dou

a+1
= 1
[ b } a+h
et I'on obtient dans ce cas I’égalité annoncée. Si b ne divise pasa+1,onar+1 < b, dou
[a + 1} B
b 17

et le résultat.

Pour tout entier N > 1, posons

SN:Z[E.].

Y3
i>1 P
Il s’agit d’'une somme finie car [pﬂ] est nul des que 7 est assez grand.

Corollaire 1.4. Pour tout entier N > 1, on a v,(N!) = Sy.

Démonstration : On procede par récurrence sur N. Le résultat est vrai si N = 1.
Supposons que tel est aussi le cas pour un entier N > 1. D’apres le lemme 1.5, on a

[N; ]_[N}:{1 si i <vp(N+1)

pt 0 sinon.

Il en résulte que 'on a les égalités

(15) Sny1—Sv= Y. 1=u,(N+1).
1<i<v, (N+1)
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Par ailleurs, on a

N41
vp((N + 1)!) = vp(7) = vp(N!) + v, (N + 1).
1

+

<.
Il

En utilisant ’hypothese de récurrence, on obtient ainsi
Up (N +1)1) = Sy + vp(N + 1),
qui d’apres (15), n’est autre que Sy 41.
Fin de la démonstration du théoreme : On a I’égalité
n:akpk—l—-~+a1p+ao avec 0 <a; <p.
Considérons un entier j tel que 1 < j < k. On a

n i aj_1p’ t+-cap+ta
—.:akpkj—i—---—i—aj—i— j—1P ‘ 1p 0

P’ P’

Par ailleurs, on a

aj1p P+ capta < (p-D@P T+ o+ 1) =p) 1< Pl
Il en résulte que l'on a
(16) [ﬁ] = a7+ +a;.

k+1 entraine

L’inégalité n < p
n .
{—.] =0 pour tout > k+1.
p’L

D’apres le corollaire 1.4, on a donc

k
n
vp(n!) = Z [E]
j=1
On déduit alors de (16) ’égalité

vp(nl) = a1 +az(p+ 1) +az(p® +p+ 1)+ +ap(" + P4 p 1),

autrement dit,

vp(n!) =

: 1 (“1(19— 1) +ax(p® —1) +az(p® — 1)+ ap(p” — 1)> =
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ce qui établit la formule (14).

Exemple 1.5. On a 100 = 22 + 2% + 26 = 4,52 autrement dit, 100 = (1100100)2 et
100 = (400)5. On a donc v2(100!) = 97 et v5(100!) = 24. 1l en résulte que 100! se termine
par vingt-quatre zéros dans son écriture en base 10.

Comme conséquence de la formule de Legendre, établissons le résultat suivant.

Théoreme 1.12. Soient a et b des entiers naturels non nuls et p un nombre premier.
La valuation p-adique du coefficient binomial (a j; b) est le nombre de retenues dans

l’addition de a et b écrits en base p.

Démonstration : Il existe des entiers ¢, a; et b; tels que 'on ait
a=ap'+--+aptag et b=bp"+---+bip+ by,

avec
0<a; <p—-1, 0<b;<p—1 et a;#0oub; #0.

Par ailleurs, il existe des entiers ¢; et ¢; avec 0 < ¢; <p—1et g; =0 ou 1 tels que 'on ait
les égalités

(17) ap+bo=cop+co, e tart+br=cipter, g1 t+artby=eptor
Le nombre de retenues dans ’addition de a et b écrits en base p est
N = Z Ei.
i=0
En multipliant les égalités (17) successivement par 1,p, p?, - - - et en les ajoutant, on obtient

t—1 t t
a+b+ Zekp’“rl = Zekp’”l + Z crp®.
k=0 k=0 k=0

Par suite, le développement de a + b en base p est donné par 1’égalité

t
a+b= Z cp® + ept L.
k=0

Posons

t t t
Sazzaka szzbk et Sa+b:€t+zck‘
k=0 k=0 k=0
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Ce sont respectivement la somme des chiffres des développements en base p de a, b et a+0.
En ajoutant les égalités (17), on a ainsi

Sa+Sb+N:pN+Sa+b-
On en déduit que 'on a
(p = 1)N = (a+b) — Sasp + (Su — a) + (Sy — b).

L’égalité
GREEL:

a aldb!

et la formule de Legendre entrainent alors le résultat.

Remarque 1.3. Soient p un nombre premier et n, k des entiers tels que 1 < k£ < p™.
Sans utiliser le résultat précédent, on peut vérifier directement que la valuation p-adique

du coefficient (pk: ) est n — vy (k). En effet, on a

<p]:) :p”(p”—l)---k(!p"—(k—l)),

dont la valuation p-adique est n + vy, ((k — 1)!) — v, (k!) = n — v, (k).
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Chapitre II — La notion de groupe

1. Définition d’un groupe

Afin de définir un groupe, il convient de se donner un ensemble G ainsi qu'une loi de
9.

composition sur G vérifiant certaines conditions

Définition 2.1. On appelle groupe un couple (G, *) formé d’un ensemble G et d’une loi
de composition (x,y) — x xy sur G, tels que les trois conditions suivantes soient vérifiées :

1) on axx*(y*z)=(x*y)*z quels que soient x,y,z € G (associativité).

2) 1l existe un élément e € G tel que e x x = x * e = x pour tout x € G (existence d’un
élément neutre).

3) Pour tout z € G, il existe un élément y € G tel que x xy = y * x = e (existence d’un
symétrique pour tout élément de G).

Si de plus, quels que soient x,y € G, on a x *y = y * z (commutativité), on dit que G
est un groupe commutatif ou abélien. C’est la situation que I’on rencontrera principalement
dans ce cours.

Un groupe peut étre fini ou infini. S’il est fini, on appelle ordre du groupe le nombre
de ses éléments i.e. son cardinal.

Notation. Dans la définition 2.1, on a utilisé la notation abstraite * pour définir la
loi de composition sur G. En théorie des groupes, on note en fait la plupart du temps
la loi de composition sous-jacente multiplicativement (x,y) — xy, ou bien additivement
(x,y) — x + y. En notation multiplicative, on emploie le mot inverse au lieu du mot
symétrique et 'inverse d’un élément x se note . Pour tous z,y € G, on a alors la formule
(zy) "t =y~
généralement 0 I’élément neutre et —x 'opposé de x. Dans la pratique, la notation additive

2z~ !. En notation additive, on dit opposé au lieu de symétrique, et ’on note

9 Soient F un ensemble et x : £ x E — E une loi de composition sur E. On dit
que x est associative si pour tous z,y,z € F, on a x x (y * z) = (x xy) * z. Elle est dite
commutative si pour tous z,y € F, on a x xy = y * x. On appelle élément neutre pour
%, tout élément e € F tel que pour tout x € F on ait x xe = exx = x. Si une loi de
composition admet un élément neutre, elle en admet un seul (exercice). Dans le cas ou E
possede un élément neutre e, un élément x € E est dit symétrisable s’il existe y € E tel
que x xy =y *xx = e. Un tel élément y est appelé symétrique de x. Si * est associative et
si £ a un élément neutre pour *, alors pour tout = € F, si x admet un symétrique, il en
admet un seul (exercice)

Signalons qu’il existe des lois de composition non associatives, ayant un élément neutre,
telles que les éléments de 1’ensemble sous-jacent, autres que 1’élément neutre, aient une
infinité de symétriques. Tel est par exemple le cas de I’ensemble N des entiers naturels muni
de la loi de composition définie comme suit : pour tous a,b € N, on pose a x0=0*xa =a

et axb=0siab#0.
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est utilisée uniquement pour les groupes abéliens. Cela étant, la notation multiplicative est
aussi tres souvent employée pour les groupes abéliens. Dans toute la suite, on appellera
groupe multiplicatif, un groupe dont la loi de composition est notée multiplicativement, et
groupe additif, un groupe dont la loi de composition est notée additivement.

Exercice 1. Soient G un groupe multiplicatif et e son élément neutre.

2

1) Montrer que si pour tout € G, on a z° = e, alors G est abélien.

2) Supposons que G soit un groupe fini d’ordre pair. Montrer qu’il existe un élément

x € G, autre que e, tel que 22 = e.

Exemples 2.1.

1) L’ensemble réduit a un seul élément e, avec pour loi de composition e * e = e, est
un groupe, appelé le groupe trivial.

2) L’ensemble Z des entiers relatifs muni de la loi de composition (x,y) — x+y est un
groupe commutatif, d’élément neutre 0. On 'appelle le groupe additif des entiers relatifs.
En remplagant Z par Q, R ou C, on obtient le groupe additif des nombres rationnels, le
groupe additif des nombres réels et le groupe additif des nombres complexes.

3) L’ensemble Q* des nombres rationnels non nuls muni de la loi de composition
(x,y) — xy est un groupe commutatif, d’élément neutre 1. C’est le groupe multiplicatif
des nombres rationnels non nuls. On définit de méme le groupe multiplicatif R* des nombres
réels non nuls et le groupe multiplicatif C* des nombres complexes non nuls.

4) Si X est un ensemble, soit S(X) Pensemble des bijections!® de X sur X. La loi de
composition (f,g) — f o g définit une structure de groupe sur S(X) que 'on appelle le
groupe symétrique de X.

Exercice 2. Supposons que X soit fini de cardinal n. Quel est l'ordre de S(X) 7
Montrer que X n’est pas commutatif si 'on a n > 3.

5) Produit direct de groupes. Soient Gy, - - -, G, des groupes multiplicatifs. Il existe
sur le produit cartésien

G=G; x--xGy

une structure de groupe dont la loi de composition est donnée par la formule

(@1, Tn)-(Y1, -, Yn) = (T1Y1, -, TnYn)-

10 Soient E et F deux ensembles et f : £ — F une application de E & valeurs dans
F. On dit que f est une injection, si quels que soient z et y dans E, I'égalité f(x) = f(y)
entraine x = y. On dit que f est une surjection, ou une surjection de E sur F, si pour
tout y € F, il existe z € E tel que f(z) = y, autrement dit, si tout élément de F' a un
antécédent par f. On dit que f est une bijection, ou une bijection de E sur F, si f est a la
fois une injection et une surjection. Cela signifie que pour tout y € F\, il existe un unique

élément x € FE tel que f(z) =y.
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L’élément neutre est (e, ---,e,) ou e; est 'élément neutre de GG;. L’inverse d’un élément
x = (x1,---,x,) est donné par la formule

x_l = (xl_lv o 71.7:1)'

Le groupe (G, .) est appelé le produit direct des groupes Gy, - - -, G,,, ou bien aussi le groupe
produit de Gy, ---,G,,.

On obtient ainsi (en notation additive) les groupes additifs Z™, R™ et C", les lois de
composition correspondantes étant données par la formule

(mla”'7'rn)+(y17"'7yn) :(:I/ll +y17"'7mn+yn)'

2. Sous-groupes d’un groupe

Soit G un groupe multiplicatif d’élément neutre e.

Définition 2.2. Soit H une partie de G. On dit que H est un sous-groupe de G si les
conditions suivantes sont réalisées :

1) I’élément e appartient a H.
2) pour tous x,y € H, I’élément zy est dans H.

3) Pour tout x € H, I'inverse =1 de x est dans H.

Un sous-groupe de G muni de la loi de composition induite par celle de G est un
groupe.

Exercice 3. Soit H une partie de G. Montrer que H est un sous-groupe de G si et

1

seulement si H n’est pas vide, et si pour tous x,y € H I'élément xy~" est aussi dans H.

Exemples 2.2.
1) Les parties G et {e} sont des sous-groupes de G. Le sous-groupe {e} s’appelle le
sous-groupe trivial de G.

2) Le sous-ensemble de R* formé des nombres réels strictement positifs, ainsi que
{ + 1}, sont des sous-groupes de R*.

3) L’ensemble des nombres complexes de module 1 est un sous-groupe de C*.

4) Sous-groupes de (Z,+). Si n est un entier relatif, la partie nZ = {nk; | k € Z}
est un sous-groupe de Z. On obtient en fait ainsi tous les sous-groupes de Z :

Proposition 2.1. Soit H un sous-groupe de Z. Il existe un unique entier naturel n tel
que l'on ait H = nZ.

Démonstration : C’est immédiat si H = {0}, en prenant n = 0. Supposons H # {0}
L’ensemble A = H N (N — {0}) n’est pas vide, car si n est dans H, alors —n ’est aussi.
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Soit n le plus petit élément de A. Vérifions que 'on a H = nZ. Tout d’abord, H étant un
sous-groupe de Z, et n étant dans H, le sous-groupe nZ est contenu dans H. Inversement,
soit = un élément de H. Il existe g et r dans Z tels que 'on ait z = ng+1r avec 0 < r < n.
Puisque x et nqg appartiennent a H, il en est de méme de x —ng = r. Le caractere minimal
de n conduit alors a r = 0, de sorte que z = ng appartient a nZ. Par ailleurs, si 'on a
nZ, = mZ avec m et n dans N, alors m divise n et n divise m, d’ou m = n.

5) Soit z un élément de G. Pour tout entier relatif k, on définit ¥ comme suit!! :

x---x (k facteurs) si k>1
(1) F="{e si k=0
(x= 1)~k si k<DO.

Quels que soient les entiers relatifs k et k’, on vérifie que 1'on a les égalités

(2) Zl'fkl'k/ = .ﬁl,'k+kl, (ZL'k)_l = {L’_k, (Z’k)k/ = iL'kkl.

Il en résulte que 'ensemble {xk | k € Z} est un sous-groupe de G. Compte tenu de la
premiere égalité de (2), c¢’est un sous-groupe abélien de G.

Remarque 2.1. On dispose de formules analogues si la loi de composition de G est
notée additivement : pour tout entier k, on définit dans ce cas kx par les égalités :

x+ -+ (k facteurs) si k>1
(3) kx =< e si k=0
(—k)(—=) si k<O,

avec les formules pour tous k et k' € Z,
(4) kx +kz=(k+K)x, —(kzx)=(-k)z, Kk (kx)= (kk')z.

Cette construction généralise celle des sous-groupes de Z.

I Soient F un ensemble et % une loi de composition sur E. On définit le composé
d’éléments x4, ---,x, de E par la formule de récurrence :

Ty k Ty k- k Ty = (T ¥ Lok kTp_1) % Tp.

Pour tout = € F et tout entier n > 1, on définit la puissance n-ieme de x par la formule
2™ =xx---xx (n facteurs). Supposons * associative. Vérifions alors que pour tout entier
p tel que 1 < p < n, on a I’égalité

Bk r = (00r ek 2y) % (T o R ).

Elle est vraie si n = 1. Supposons cette assertion démontrée pour un produit de n — 1
éléments ou n > 2. Posons & = x1 %+ *x,. Onax = (1% -*Xy_1)*Zy. Soit p un entier
compris entre 1 et n. L’égalité a prouver étant satisfaite si p = n, on peut supposer p < n—1.
D’aprés ’hypothese de récurrence, on a donc x = ((a:l koookTp) ok (Tppg - * SCn—1)) X Ty,
Puisque * est associative, on obtient z = (21 * -+ * x,) * ((:z;p+1 Cee K Tpy_q) X xn), d’ou
I’égalité annoncée.
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Lemme 2.1. Soient I un ensemble non vide et (H;);c; une famille de sous-groupes de G.
L’intersection des H; est un sous-groupe de G.

Démonstration : L’élément neutre appartient a chacun des H;. Par ailleurs, si z et y
sont dans I'intersection des H;, les éléments zy et ~! le sont aussi, car les H; sont des
sous-groupes de G.

Exercice 4. Montrer que la réunion de deux sous-groupes de GG est un sous-groupe
de G si et seulement si I'un est contenu dans l'autre.

Exercice 5. Pour tous sous-groupes A et B de GG, on désigne par AB le sous-ensemble
de G formé des éléments de G de la forme ab, ou a est dans A et ou b est dans B. Soient
H et K deux sous-groupes de G. Démontrer que H K=K H si et seulement si HK est un
sous-groupe de G.

Exercice 6. Soient a et b deux entiers relatifs non nuls. Monter que 'on a 1’égalité
aZ N bZ = ppem(a, b)Z.

3. Classes modulo un sous-groupe - Théoreme de Lagrange

Soient G un groupe multiplicatif d’élément neutre e et H un sous-groupe de G. On
associe a H la relation binaire R sur G définie pour tous x,y € GG par

(5) TRy <=z~ 'y € H.

2 sur G.

Proposition 2.2. La relation R est une relation d’équivalence’
Démonstration : La propriété de réflexivité résulte du fait que e € H. Considérons des

1

éléments x,y, z de G. L’égalité (z71y)~! = y~lz entraine la propriété de symétrie. Par

12 sont dans H, donc le composé

ailleurs, si I'on a 2Ry et yRz, les éléments z~ 1y et 3~
(x71y)(y~12) = 2712 est aussi dans H, autrement dit, on a zRz. Cela établit la propriété

de transitivité et le résultat.

12 Soient £ un ensemble et R une relation binaire sur E. On dit que R est une
relation d’équivalence sur E si, quels que soient x,vy,z dans FE, les conditions suivantes
sont satisfaites :

1) la relation zRx est vraie (réflexivité).

2) la relation zRy implique yRz (symétrie).

3) les relations xRy et yRz impliquent xRz (transitivité).
Soit f une application de E a valeurs dans un ensemble F' quelconque. Prenons pour R la
relation suivante : pour tout (z,y) € E?, on a 2Ry si et seulement si f(z) = f(y). Cest
une relation d’équivalence sur E, appelée la relation d’équivalence associée a f. En fait,
cet exemple conduit a toutes les relations d’équivalence sur E comme on peut le constater
ci-apres.
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Proposition 2.3. Soit x un élément de G. La classe d’équivalence de x modulo R est
I’ensemble
IH:{xh|hEH}.

Démonstration : Soit x un élément de G. Les éléments de la forme xh ou h € H sont
en relation avec x, car x~'zh = h € H. Inversement, soit y un élément de G en relation
avec z. On a Ry, de sorte que z 'y € H et y est donc dans zH, d’ou I'assertion.

Définition 2.3. L’ensemble xH s’appelle la classe a gauche de x modulo H. L’ensemble
des classes a gauche des éléments de G modulo H se note G/H, et s’appelle I’ensemble
quotient a gauche de G modulo H. On a ainsi

G/H = {:I:H | :I:GG}.

On déduit de ce qui précede le théoreme de Lagrange (1736-1813), qui est a la base
de toute la théorie des groupes finis. Supposons que G soit un groupe fini. Dans ce cas,
il en est de méme des ensembles H et G/H. Notons |G|, |H| et |G/H]| leurs cardinaux
respectifs.

Théoréme 2.1 (Lagrange). Supposons G fini. On a I'égalité |G| = |H| x |G/H|. En

particulier, 'ordre de H divise celui de G.

Démonstration : Pour tout * € G, les ensembles H et xH sont en bijection via
I’application qui & z associe zz. Le résultat s’en déduit aussitot compte tenu du fait que
|G/H| est le nombre de classes d’équivalence distinctes de G modulo H et que G est la
réunion disjointe de ces classes.

Corollaire 2.1. Supposons que G soit fini d’ordre un nombre premier. Alors, les seuls
sous-groupes de G sont G et {e}.

Supposons que R soit une relation d’équivalence sur E. Si x est un élément de F,
la classe d’équivalence de x modulo R, ou plus simplement, la classe de x modulo R, est
I’ensemble des y € E en relation avec x, autrement dit, est I’ensemble des y € E tels que
I'on ait xRy. L’ensemble des classes d’équivalence de E modulo R est appelé ’ensemble
quotient de £ modulo R, on le note parfois E/R. On dispose de application s : E — E/R
qui a tout z € F associe sa classe modulo R. On l'appelle la surjection canonique. Par
définition, R est la relation d’équivalence associée a s.

Soit C'(x) la classe d’équivalence d’un élément x € E. Alors, x appartient a C(x). Par
ailleurs, quels que soient x,y € F, les conditions suivantes sont équivalentes :

1) on a xRy.
2) On a C(x) = C(y).
3) L’ensemble C(z) N C(y) n’est pas vide.

L’ensemble des classes d’équivalence distinctes de F modulo R forme une partition de FE.
(Une partition de E est un ensemble de parties non vides de E, deux a deux disjointes,

dont la réunion est E).
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Démonstration : C’est une conséquence directe du théoreme de Lagrange et de la
définition d’un nombre premier.

On définit de méme la classe a droite de Hx de x modulo H comme étant I’ensemble
{hx | h € H } On démontre comme ci-dessus que Hx est la classe d’équivalence de
x associée a la relation d’équivalence sur G pour laquelle x et y sont en relation si et
seulement si zy~! € H. Lorsque G est abélien, ce qui sera le cas dans les applications que
I’on rencontrera dans ce cours, on a évidemment tH = Hx pour tout z € G. Il n’y a donc
pas lieu de faire de distinction dans ce cas, ce qui conduit a la définition suivante :

Définition 2.4. Supposons G abélien. La relation R s’appelle la relation d’équivalence
modulo H. Pour tout © € G, I'ensemble xH s’appelle la classe de x modulo H et G/H
s’appelle I'ensemble quotient de G modulo H.

Remarque 2.2. Supposons que G soit un groupe abélien additif, i.e. on note addi-
tivement la loi de composition sur G. La relation d’équivalence modulo H définie par la
condition (5) s’écrit alors sous la forme

(6) TRy <=z —y € H.
Pour tout x € G, la classe de x modulo H se note x + H. On a
(7) x+H:{x+h|h€H} et G/H:{:l:—}—H]:ISEG}.

Remarquons que si 0 est 1’élément neutre de GG, on a 0 + H = H i.e. la classe modulo H
de I’élément neutre de G est H.

Exemple 2.3. L’ensemble quotient Z/nZ

Prenons G = Z et H = nZ ou n € N. D’apres (6), quels que soient z,y € Z on a
I’équivalence

(8) x et y sont en relation modulo nZ <= x — y € nZ.

Deux entiers relatifs x et y sont donc en relation modulo nZ si et seulement si n divise
x — y. Dans ce cas, on dit que x et y sont congrus modulo n et 'on écrit que 'on a la
congruence x = y mod. n. Pour tout x € Z, la classe de x modulo nZ est

9) m+nZ:{x+nk|k€Z}.

On la note souvent T lorsque que l'entier n est sous-entendu. On dit aussi que c’est la
classe de x modulo n. L’ensemble Z/nZ est formé des classes d’équivalence modulo n.
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Proposition 2.4. Supposons n > 1. Alors, Z/nZ est fini de cardinal n et I’on a
Z/nZ = {G,T,u-,n — 1}.

Démonstration : C’est une conséquence du théoreme de la division euclidienne. Con-
sidérons en effet un élément @ € Z/nZ ou a € 7Z. 1l existe des entiers ¢ et r tels que I'on ait
a=nq-+ravec 0 <r <n. Puisque a —r € nZ, on a donc a = 7. Par ailleurs, quels que
soient a et b distincts compris entre 0 et n — 1, ’entier n ne divise pas a — b, autrement
dit, on a @ # b, d’ott le résultat.

On dispose de la surjection canonique Z — Z/nZ qui & un entier a associe sa classe
modulo n. Dans le cas ou n = 0, et dans ce cas seulement, c’est une bijection.

4. Groupe quotient d’un groupe abélien

Soit G un groupe abélien additif, d’élément neutre 0. Soit H un sous-groupe de G. On
définit sur I’ensemble quotient

G/H={z+H|zeG},

une loi de composition @ comme suit. Soient u, v deux éléments de G/H. 1l existe z,y € G
tels que u =+ H et v =y + H. On pose alors

(10) udv=x+y+H,

autrement dit, u @ v est la classe de x +y modulo H. Il faut bien entendu vérifier que cette
définition a un sens, i.e. que u @ v ne dépend pas des représentants choisis = et y de u et v.
Considérons pour cela des représentants z’ et 1y’ respectivement de u et v. Par définition,
x— 12’ et y —y' sont dans H. Puisque G est abélien, il en résulte que

(x—2)+y—y)=z+y—(a"+y)eH,
ce qui signifie que x + y et 2’ + 3’ sont en relation modulo H, i.e. que les classes de = + y

et 2’ + 9y’ modulo H sont égales, d’ou notre assertion.

Proposition 2.5. L’ensemble G/H muni de la loi & est un groupe abélien. On I’appelle
le groupe quotient de G par H.

Démonstration : Le fait que la loi 4+ sur G soit associative et commutative entraine
qu’il en est de méme de @. L’élément neutre de @ est 0 + H = H et pour tout x € G,
I'opposé de x + H est —x + H, ou —x est 'opposé de x dans G. D’ou le résultat.

Comme conséquence du théoreme de Lagrange, si G est fini, on a 1’énoncé suivant :
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Proposition 2.6. Supposons G fini. Alors, G/H est fini d’ordre |G|/|H|.

Exemple 2.4. Le groupe additif (Z/nZ, —|—)

Soit n un entier naturel. En prenant pour (G, +) le groupe des entiers relatifs (Z, +)
et pour H le sous-groupe nZ de Z, on obtient le groupe quotient (Z/nZ,®). On notera
toujours, par abus, la loi @ sur Z/nZ de nouveau +. Le groupe quotient (Z/nZ,+) ainsi
défini est appelé le groupe additif des entiers relatifs modulo n. Quels que soient a,b € Z,
on a d’apres (10),

(11) a+b=a+0.

L’élément neutre de Z/nZ est la classe de 0 modulo nZ i.e. 0 + nZ = nZ. L’opposé de la
classe de a est la classe de —a, autrement dit, on a

(12) —a = —a.
On a par ailleurs

(13) k@ = ka pour tout k € Z.

Compte tenu de la proposition 2.4 :
Proposition 2.7. Supposons n > 1. Le groupe additif (Z/nZ,+) est d’ordre n et ses
éléments sont les classes des entiers compris entre 0 et n — 1.

Exercice 7. Montrer que {0,3,6,9} est un sous-groupe de (Z/12Z, +). Expliciter un
sous-groupe d’ordre 6 de (Z/lQZ, +).

Exercice 8. Déterminer tous les sous-groupes de (Z/ 67, +).

5. Sous-groupe engendré par un élément - Ordre d’un élément

Soit G un groupe multiplicatif, d’élément neutre e. Rappelons qu’une intersection
de sous-groupes de G est encore un sous-groupe de G (lemme 2.1). Pour tout z € G, il
existe donc un plus petit sous-groupe de G qui contient x (au sens de 'inclusion), a savoir
I'intersection de tous les sous-groupes de G qui contiennent le singleton {:c}

Définition 2.5. Soit x un élément de GG. On appelle sous-groupe engendré par x, l'inter-
section de tous les sous-groupes de G qui contiennent {9:} On le note < x >.

Lemme 2.2. Soit x un élément de G. On a I'égalité
<z>={a"|keZ}
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Démonstration : Comme on ’a constaté dans les exemples 2.2 du paragraphe 2,
{xk | k€ Z} est un sous-groupe de G qui contient z, donc il contient < x >. Inversement,
soit H un sous-groupe de G tel que x soit dans H. D’apres les propriétés de stabilité d’un
sous-groupe (déf. 2.2) 'ensemble {z* | k € Z} est contenu dans H. Par suite, il est contenu
dans < x >, d’ou le lemme.

Exemples 2.5.
1) Pour tout entier naturel n, le sous-groupe de (Z, +) engendré par n est nZ.

2) Pour tout n > 1, le sous-groupe de (Z/nZ,+) engendré par la classe de 1 est Z/nZ
tout entier. En effet, posons H =< 1 >. Pour tout entier & compris entre 0 et n — 1, on
a kI = k (formule (13)), donc k est dans H (lemme 2.2), d’ot H = Z/nZ (prop. 2.7). On
dit que 1 est un générateur de (Z/nZ,+). Cette notion sera généralisée plus loin.

On suppose désormais que G est un groupe fini.

Définition 2.6. Supposons G fini. Soit x un élément de GG. On appelle ordre de x, I'ordre
du sous-groupe de G engendré par x.

Exercice 9. Démontrer que pour tout x € G, les éléments x et z=! ont le méme
ordre.

Théoreme 2.2. Supposons G fini. Soit x un élément de G d’ordre m.

1) On am > 1 et m divise I'ordre de G.

2) On a z™ = e et m est le plus petit entier k > 1 tel que z* = e.

3) Les éléments e, z,---, 2™ ! sont distincts deux a deux. En particulier, on a
<z >= {e,x,xQ, e ,:Em_l}.

Démonstration : L’assertion 1 résulte du théoreme de Lagrange.
Prouvons I’assertion 2. Considérons pour cela I’ensemble A défini par ’égalité

A:{kENHgkzgmetxk:e}.
Il est non vide. En effet, si A était vide, les éléments
2 m _m+1

T, ,--, T ,X ’

seraient distincts deux a deux et l'ordre de < x > serait strictement plus grand que m
(lemme 2.2). Soit u le plus petit élément de A. Il s’agit de démontrer que I'on a

(14) u=m.
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Posons
B = {e,x, e ,:1;“_1}.

D’apres le caractere minimal de u, le cardinal de B est u. Vérifions que < x > est contenu
dans B. Considérons pour cela un entier relatif k. Il existe g et r dans Z tels que 'on ait

k=ug+r avec 0<r <u.
Vu que 'on a =% = e, on obtient ainsi
zf = (2")%2" = 2" € B,

d’ou l'assertion (lemme 2.2). Par suite, on a m < u. Puisque u appartient a A, on a aussi
u < m, d’ou I'égalité (14).

En ce qui concerne l'assertion 3, on déduit de ce qui précede que le cardinal de
I’ensemble {e, T, ,xmfl} est m. Puisqu’il est contenu dans < x >, qui est aussi d’ordre
m, cela entraine 1’égalité annoncée.

Exercice 10. Soient = et y deux éléments de GG. On suppose qu’il existe g € G tel
que l'on ait y = grg~! (deux tels éléments z et y sont dits conjugués). Montrer que z et
y ont le méme ordre.

Il en résulte que pour tous a et b dans G, les ordres de ab et de ba sont égaux : on a en
effet I’égalité a~!(ab)a = ba. Signalons que I'ordre de ab n’est pas en général le produit
des ordres de a et de b 3.

Exercice 11. Quel est ordre de 2 dans le groupe additif (Z/10Z, +) ?

Exercice 12. Soient G; et G2 deux groupes finis. Soit (z,y) un élément du groupe
produit G; x G5. Montrer que l'ordre de (x,y) est le ppcm de l'ordre de z et de celui de y.
Théoreme 2.3. Supposons G fini d’ordre n. Alors, pour tout x € G, on a " = e.

Démonstration : Soient x un élément de G et m son ordre. Il existe un entier k£ tel que
n = km. Par suite, on a z” = (z™)* = e (th. 2.2).

13 Soient a et b deux éléments de G. On suppose que a et b commutent et que I'inter-
section des sous-groupes de GG engendrés respectivement par a et b est réduite a 1’élément
neutre. Sous ces hypotheses, ’ordre de ab est le ppcm des ordres de a et b. En effet, notons
a et 3 les ordres de a et b respectivement, et § I'ordre de ab. On a (ab)® = e. Puisque
ab = ba, on obtient 1’égalité a® = %, o1 ¢ est I'inverse de b. Ainsi, a® = ¢ appartient &
I'intersection du sous-groupe de G engendré par a et de celui engendré par b. Par suite,
on aa’® = ¢ = e. Cela implique que ¢ est un multiple de o et 3, donc aussi du ppem
de a et 3. Par ailleurs, on a (ab)PP™®8) = ¢ (car ab = ba). On a donc § = ppcm(a, ).
En particulier, si G est abélien et si les ordres de a et de b sont premiers entre eux, alors

l'ordre de ab est le produit des ordres de a et de b (vérifier cette derniere assertion).
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Remarques 2.3.

1) La démonstration du théoréeme 2.3 se simplifie notablement si G est un groupe
abélien. En effet, supposons G abélien d’ordre n et prouvons que pour tout x € G, on a
x™ = e. Soit x un élément de G. Puisque I'application de GG dans G qui a g associe gx est

o=Tlo

geG geG

une bijection, on a 1’égalité

Il convient de noter ici que les produits ne dépendent pas de 'ordre choisi des éléments
car GG est abélien. En utilisant de nouveau cette hypothese, on obtient

x"Hg:Hg.

geqG geqG

En multipliant les deux membres de cette égalité par I'inverse du produit des éléments de
G, on en déduit ’égalité annoncée.

2) On peut déduire de l'alinéa précédent (i.e. du théoreme 2.3 démontré seulement
dans le cas abélien) une autre démonstration des assertions 2 et 3 du théoreme 2.2. En
effet, soit = un élément de GG d’ordre m. Le sous-groupe < z > étant abélien d’ordre m,

k — e. Vérifions

on a donc 2™ = e (alinéa 1). Soit alors k le plus petit entier > 1 tel que x
que 'on a k£ = m. Il résulte du lemme 2.2 que 'on a < x >= {e,x, e 7xk_1} : soient NV
un entier et Vv un élément de < x >. Il existe g et » dans Z tels que N = kq + r avec
0<r <k,douaz = z" et I'assertion. D’apres le caractere minimal de k, les éléments
27 pour 0 < j < k — 1 sont distincts deux & deux, par suite I'ordre de < = > est k, d’oll
k =m. On a en particulier < z >= {e,z,---,z™ '},

3) Les alinéas 1 et 2 fournissent une autre démonstration du théoreme 2.3 : si x est
un élément de G d’ordre m, on a ™ = e (alinéa 2) et le théoreme de Lagrange entraine
alors ’égalité x" = e.

Exercice 13. Supposons G abélien. Soit P le produit de ses éléments. Montrer que
'on a P? = e. Calculer P si G =Z/nZ avec n > 1 (auquel cas il s’agit ici d’'une somme).

Les énoncés suivants sont souvent utilisés en pratique pour déterminer 1'ordre d’un
élément dans un groupe (abélien ou non).

Proposition 2.8. Soit x un élément de G d’ordre m.

k

1) Soit k un entier tel que ¥ = e. Alors, m divise k.

2) Pour tout entier k, 'ordre de z* est m.

Démonstration : 1) Il existe des entiers ¢ et r tels que l'on ait &k = mq + r avec
0 <7 < m. On a donc les égalités z* = (z)%2" = 2" = e. On en déduit r = 0 (th. 2.2),
d’ou l'assertion 1.
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2) Posons d = pged(m, k). On a d’abord (zF)™/¢ = (z™)*/4 = ¢. Considérons un
entier u > 1 tel que (2%)" = e. D’aprés I'assertion 1, m divise uk et donc m/d divise uk/d.
Les entiers m/d et k/d étant premiers entre eux (lemme 1.3), on déduit du lemme de Gauss
que m/d divise u (th. 1.7). En particulier, on a m/d < u, d’ou le résultat.

Proposition 2.9. Soient x un élément de G et m un entier > 1. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

1) ordre de x est m.
2) On a 2™ = e, et pour tout diviseur premier p de m on a x» # e.
Démonstration : Le fait que la premiere condition entraine la seconde est une consé-
quence directe du théoreme 2.2. Inversement, supposons la condition 2 réalisée. Notons ¢

lordre de x. Il existe un entier £ > 1 tel que l'on ait m = Jk (prop. 2.8, assertion 1).
Supposons k > 2. Soit p un diviseur premier de k. On a alors les égalités

ce qui contredit '’hypothese faite. Par suite, on a k = 1, puis m = J et le résultat.

Corollaire 2.2. Soient n un entier naturel non nul et a un entier tels que 0 < a <n — 1.

Dans le groupe additif (Z/nZ, +), Pordre de @ est pg%(n,a)'

Démonstration : Puisque Z/nZ =< 1 >, Pordre de 1 est n. (Pour vérifier que 1 est
d’ordre n, on peut aussi remarquer que si k > 1 est tel que kI = 0, on a k = 0, donc n
divise k, et par ailleurs, on a nl = 0). L’égalité @ = al et l'assertion 2 de la proposition
2.8 (en notation additive) entrainent alors le résultat.

6. Groupes cycliques - Fonction indicatrice d’Euler

Soit G un groupe multiplicatif fini d’ordre n, d’élément neutre e.

Définition 2.7. On dit que G est cyclique s’il existe un élément x € G tel que G =< x >.
Un tel élément x s’appelle un générateur de G.

Un groupe cyclique est en particulier abélien.

Lemme 2.3. Le groupe G est cyclique si et seulement si il existe x € G d’ordre n.

Démonstration : Supposons G cyclique. Il existe x € G tel que 'on ait G =< z >, et en
particulier z est d’ordre n. Inversement, s’il existe y € G d’ordre n, I'ordre du sous-groupe
<y>estn, douG=<y >.

Remarque 2.4. Pour tout x € G d’ordre n, on a G = {e, Ty ,x”fl} (th. 2.2).

Exemples 2.6. Soit m un entier naturel non nul.

39



1) Le groupe additif (Z/mZ,+) est cyclique d’orde m.

m

2) L’ensemble {exp <M> |0 <k <m-— 1} est un sous-groupe cyclique de C*

d’ordre m et exp (%) en est un générateur. C’est le sous-groupe des racines m-iemes de
I'unité de C*. Nous verrons plus loin que cet exemple et le précédent sont «essentiellement »
les mémes, et que plus généralement, pour tout entier m > 1, il y a en un sens précis a

définir un unique groupe cyclique d’ordre m.
3) Le groupe (Z/ 27 X 7./ 37, —1—) est cyclique d’ordre 6, dont un générateur est (1,1).
4) Tout groupe fini d’ordre un nombre premier p est cyclique. En effet, si z est un
élément distinct de 1’élément neutre, 'ordre du sous-groupe engendré par z divise p (th.

de Lagrange), il est donc égal a p. En particulier, tous les éléments autres que 1’élément
neutre sont générateurs.

Exercice 14. Montrer que tout sous-groupe fini de (C*, x) est cyclique.

Théoreme 2.4. Supposons G cyclique d’ordre n.
1) Tout sous-groupe de G est cyclique.

2) Pour tout diviseur d > 1 de n, I’ensemble
Hd:{a:EG|xd:e}

est un sous-groupe de G d’ordre d.

3) L’application qui a d associe Hy est une bijection entre I’ensemble des diviseurs positifs
de n et I’ensemble des sous-groupes de GG. En particulier, pour tout diviseur d de n,
H,; est I'unique sous-groupe d’ordre d de G.

Démonstration : Soit x un générateur de G.

1) Soit H un sous-groupe de G. Soit § le plus petit entier > 1 tel que x° appartienne
A H. Le sous-groupe de G engendré par x° est contenu dans H. Montrons qu’il est égal &
H. Soit y un élément de H. Il existe un entier m tel que l'on ait y = ™. Par ailleurs, il
existe des entiers g et r tels que 'on ait m = dq + r, avec 0 < r < 4. On en déduit que ="
est dans H, et donc que r est nul. D’ott m = dq, et y = (2°)9 appartient & < 2° >, d’on
I’assertion.

14 Soient G et G deux groupes cycliques d’ordre respectivement n; et no. Alors, le
groupe produit G; x Gy est cyclique si et seulement si on a pged(ny,ne) = 1. En effet,
supposons G =< z1 > et G =< x5 >. L’élément (x1,x2) est d’ordre le ppcm de n; et no
(exercice 12). Si ny et ny sont premiers entre eux, cet élément est donc d’ordre ning, i.e.
Iordre du groupe G X Go, qui est donc cyclique. Inversement, supposons GG; X G2 cyclique.
Si (z1,z2) un générateur de G; X Gg, on constate que 'on a G =< x1 > et G =< x9 >.
Par suite, 21 est d’ordre n; et x2 est d’ordre ny et I'ordre de (x1,x3) est le ppcm de n; et

ng. On a donc nyng = ppem(ny, ng), ce qui entraine ’égalité pged(ny, ne) = 1 (prop. 1.5).
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2) Soit d un diviseur > 1 de n. L’ensemble H; est un sous-groupe de G. En effet, e
appartient & Hy, pour tous a,b € Hy, on a (ab)? = a?b? = e (car G est abélien) et compte
tenu de (2), on a (a71)? = a~? = (a?)~! = ¢, de sorte que ab et a~! sont dans Hy. On a

N
(IE) :xn267

par suite, /% appartient & Hy. L’élément =™/ est d’ordre = d (prop. 2.8),

pacd(n/dn)
ainsi d divise 'ordre de Hy (th. de Lagrange). Par ailleurs, H, est cyclique (assertion 1).
Si y est un générateur de Hy on a y¢ = e, donc l'ordre de ¥, qui est celui de Hy, divise d
(prop. 2.8), d’ou le fait que Hy soit d’ordre d.

3) Soit H un sous-groupe de G. Vérifions que 'on a H = Hy ou d est 'ordre de H, ce
qui prouvera que 'application considérée est une surjection. Pour tout z € H on a z¢ = e,
donc H est contenu dans Hg. Puisque H, est d’ordre d, on a donc H = Hy. Il reste a
montrer que cette application est une injection : soient d et d’ deux diviseurs positifs de n

tels que Hy = Hy . Les groupes Hy et Hg ont le méme ordre, d’ou d = d’ et le résultat.

Une question importante concerne la description des générateurs d’un groupe cy-
clique : en particulier, combien y a-t-il de générateurs dans un groupe cyclique d’ordre n ?
Introduisons pour cela la fonction indicatrice d’Euler!® ¢, qui est définie sur I'ensemble
des entiers naturels > 1 a valeurs dans N.

Définition 2.8 (Fonction indicatrice d’Euler). Pour tout entier m > 1, ’entier p(m)
est le nombre des entiers naturels plus petits que m et premiers avec m. Autrement dit,
©(m) est le nombre des entiers k pour lesquels on a :

1<k<m et pged(k,m)=1.

Par exemple, on a (1) =1, ¢(2) = 1, ¢(3) = 2, et pour tout nombre premier p, on a
©(p) = p — 1. Plus généralement :

Lemme 2.4. Pour tout nombre premier p et tout entier naturel r > 1, on a
T T r—1 T 1
(") =p"—p" =p (1— —)-
p
Démonstration : Les entiers naturels plus petits que p” et premiers avec p” sont ceux

plus petits que p" qui ne sont pas multiples de p. Cela entraine I’assertion, vu qu’il existe
exactement p"~! multiples de p compris entre 1 et p”.

15 Leonhard Euler était un mathématicien suisse. Il est né a Bale en 1707 et décede a
Saint-Petersbourg en 1783. Il apporta d’importantes contributions en théorie des nombres
et en analyse. Il établit sa renommeée en calculant la somme des inverses des carrés des

1 w2

entiers, en démontrant 'égalité )  ~5 = %, ou n parcourt les entiers > 1.
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Nous déterminerons dans le chapitre IV U'entier ¢(m) pour tout m. Signalons la for-
mule suivante :

Lemme 2.5. Pour tout entier m > 1, on a I’égalité

m = ng(d).

d|m

Démonstration : Considérons ’ensemble F' = {%, %, cee mT_l, - = 1}. Pour tout

diviseur d de m, posons Fy = {% | 1 <a < det pged(a,d) = 1}. L’ensemble F' est la
réunion disjointe des Fy, ou d parcourt ’ensemble des diviseurs (positifs) de m. En effet,
tout élément de § € Fy s’écrit sous la forme % avec kd = m, qui appartient a F (car
a < d), et inversement, chaque élément de F' a un représentant irréductible dans I'un des
Fy. Par ailleurs, si § = 3—/ est dans Fy N Fy, on a d'a = d'd, ce qui conduit & a = d’ et
d = d’ car on a pged(a,d) = pged(a’,d’) =1 (lemme de Gauss), d’ott notre assertion. Cela

entraine le résultat vu que le cardinal de F' est m et que celui de Fy est ¢(d).

Théoreme 2.5. Supposons G cyclique d’ordre n. Soit x un générateur de G. Alors,
I’ensemble des générateurs de G est

{:z:k | 1 <k <mnet pged(k,n) = 1}.

En particulier, G posséde exactement ¢(n) générateurs.

Démonstration : On a G = {x, e ,x"‘l,x”}. Pour tout k compris entre 1 et n,

I'ordre de z* est ——— (prop. 2.8). Par suite, x¥ est d’ordre n si et seulement si on a
pged(n,k)
pged(n, k) = 1, ce qui établit le résultat.

Corollaire 2.3. Supposons G cyclique d’ordre n. Pour tout diviseur positif d den, il y a
exactement ¢(d) éléments d’ordre d dans G'.

Démonstration : Il existe un unique sous-groupe Hy d’ordre d de GG, qui n’est autre
que I'ensemble des x € G tels que ¢ = e (th. 2.4). Par suite, ’'ensemble des éléments
d’ordre d de G est contenu dans Hg, et cet ensemble est formé des générateurs de Hy.
Puisque Hy est cyclique (th. 2.4), il possede exactement ¢(d) générateurs (th. 2.5), d’ou
le résultat.

16 Ce résultat permet de retrouver I’égalité du lemme 2.5. En effet, pour tout diviseur
d de n, soit ®; ’ensemble des éléments de G d’ordre d. Le groupe G est la réunion disjointe
des @4, ou d parcourt ’ensemble des diviseurs de n. Le cardinal de ®4 étant ¢(d) (cor.

2.3), Iégalité s’en déduit aussitot.
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Corollaire 2.4. Soit n un entier naturel non nul. L’ensemble des générateurs du groupe
(Z/nZ,+) est {d | 1 <a<n et pged(a,n) = 1}.

Démonstration : On sait que 1 est un générateur de Z/nZ. Compte tenu du théoréeme
2.5, cela entraine l’assertion.

Exercice 15. Pour tout n > 1, montrer que ¢(n) divise n!.

Exercice 16. Soit n un entier> 1. Notons d(n) le nombre de diviseurs positifs de n.
1) Déterminer d(n) en fonction de la décomposition en facteurs premiers de n.

2) Trouver tous les entiers n < 30 tels que d(n) = ¢(n). (On peut démontrer que pour
n > 30, on a p(n) > d(n)).

La fonction indicatrice d’Euler a suscité de nombreux travaux et il reste encore beau-
coup de problémes non résolus & son sujet!”.

Indiquons une démonstration du théoreme suivant, dii a Euler, qui apparaitra de
nouveau dans le chapitre IV, et qui généralise le petit théoreme de Fermat (exercice 2 du
chap. I) :

Théoréme 2.6 (Euler). Soient a et n deux entiers naturels non nuls premiers entre eux.
On a la congruence
a?™ =1 mod. n.

Démonstration : On peut supposer n > 2. Posons t = ¢(n). Notons by, ---,b; les
entiers compris entre 1 et n et premiers avec n. Pour tout ¢ = 1,---,¢, il existe des entiers
q; et r; tels que 'on ait ab; = ng; + r; avec 0 < r; < n. On a la congruence

t t
H ab; = Hri mod. n.
i=1 i=1

Par ailleurs, les entiers ab; étant premiers avec n, on a pged(r;,n) =1et 1 <r; <n (on a
r; # 0 car n > 2). Vérifions alors que 'on a

{bla"'7bt} - {rla"'7rt}-

17 Citons-en deux : le probléme de Lehmer. On a vu que si p premier, on a o(p) = p—1.
En 1932, Lehmer, a posé la question suivante : existe-t-il des entiers n, qui ne sont pas
premiers, tels que ¢(n) divise n — 1 ? On conjecture que non. Soit w(n) le nombre de
diviseurs premiers de n. Lehmer a démontré que si un tel entier n existe, alors n est impair
sans facteurs carrés (pour tout p premier, on a v,(n) < 1) et w(n) > 7. Ce résultat a été
amélioré par la suite. Sans étre exhaustif, signalons qu’il a été démontré en 1980, que pour
un tel entier n on a n > 100 et w(n) > 14. En fait, si ¢(n) divise n — 1, alors n est un
nombre de Carmichael (c’est une conséquence du théoreme d’Euler ci-dessus).
Voici une autre conjecture sur la fonction ¢, qui a été énoncée par Carmichael, et qui
n’est toujours pas élucidée : pour tout entier pair n > 1, il existe un entier m # n tel que

w(n) = p(m) (si n est impair, on a en fait p(n) = ¢(2n) comme on le verra plus loin).
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11 suffit pour cela de montrer que si ¢ et j sont distincts, on a r; # r;. Dans le cas contraire,
on aurait ab; = ab; mod. n i.e. n diviserait a(b; — b;). Puisque a et n sont premiers entre
eux, d’apres le lemme de Gauss, b; — b; serait divisible par n, et 'on aurait b; = b;, d’out
une contradiction. On en déduit les congruences

t t t
Habi = H b; mod. n ie. (a®—1) H b; = 0 mod. n.
i=1 i=1 i=1

Puisque les b; sont premiers avec n, il en est de méme du produit des b;. Le lemme de
Gauss entraine alors le résultat.

7. Homomorphismes de groupes

Sauf précision contraire, les groupes considérés dans ce paragraphe sont implicitement
supposés multiplicatifs.

Définition 2.9. Soient G et G’ deux groupes. On appelle homomorphisme (de groupes),
ou morphisme (de groupes), de G dans G’, toute application f : G — G’ telle que ’on ait

(15) flzy) = f(x)f(y).

Remarque 2.5. Cette formule convient évidemment d’étre modifiée si les lois de
composition de G' et G’ ne sont pas notées multiplicativement. Par exemple, si les lois de
G et G’ sont notées additivement, la formule (15) s’écrit alors f(z+y) = f(z)+ f(y), et si la
loi de G est multiplicative et celle de G additive, cette formule devient f(zy) = f(z)+f(y).

Exemples 2.7.

1) Soient R% le sous-groupe de R* formé des nombres réels strictement positifs et
log : R% — R la fonction logarithme Népérien. La formule bien connue en Analyse

log(zy) = log(z) + log(y) quels que soient x,y > 0,

définit un homomorphisme de (R7, x) a valeurs dans (R, +). De méme la fonction expo-
nentielle définit un homomorphisme de (R, +) a valeurs dans (R, x).

2) Soit G un groupe multiplicatif. Pour tout a € G, application f, : Z — G définie
par f,(n) = a™ est homomorphisme du groupe (Z, +) a valeurs dans G. Cela résulte de la
premiere égalité de (2). En fait, pour tout homomorphisme f de Z dans G, il existe a € G
tel que f = f,, comme on le constate en posant f(1) = a.

3) Pour tout n > 1, la surjection canonique Z — Z/nZ est un homomorphisme de
(Z,+) a valeurs dans le groupe additif (Z/nZ,+) (formule (11)). Plus généralement, pour
tout groupe abélien additif G et tout sous-groupe H de G, l'application s : G — G/H

44



définie par s(x) = x + H est un homomorphisme de groupes. Cela résulte de la définition
de la loi de groupe sur G/H.

Lemme 2.6. Soit f : G — G’ un homomorphisme de groupes. Soient e et €' les éléments
neutres de G et G’ respectivement.

1) On a f(e) =¢'.
2) Pour tout x € G, on a f(x~!) = f(z)~L.
Démonstration : Pour tout z € G, on a f(z) = f(xe) = f(x)f(e). Par suite, on a

f(x)" f(x) = f(x)"Lf(x)f(e), ce qui conduit & ¢’ = f(e). Par ailleurs, compte tenu de la
premiere assertion, on a les égalités

e = flza™l) = f(x)f(x™") et €= fla7 z)= fla™")f(x),
d’ou le lemme.

Lemme 2.7. Soient f : M — N et g : N — P des homomorphismes de groupes. Alors,
l'application composée go f : M — P est encore un homomorphisme de groupes. Si un
homomorphisme de groupes f : M — N est une bijection de M sur N, alors I’application
réciproque est aussi un homomorphisme de groupes.

Démonstration : Soient x et y des éléments de M. On a les égalités

(go xy) =g(f(zy)) =g(f(@)f(y) =g(f(x)g(f()),

d’ou la premiere assertion. En ce qui concerne la seconde, considérons deux éléments u et
v de N. Il s’agit de montrer que 'on a

(16) FH ) = fHw) fH(0).

Puisque f est une bijection de M sur N, c’est en particulier une injection, et suffit donc
de montrer que les images par f des deux membres de (16) sont égales, autrement dit que
lon a uv = f(ffl(u)ffl(v)), ce qui résulte du fait que f soit un homomorphisme.

Définition 2.10. Soient G et G’ deux groupes. On appelle isomorphisme de G sur G,
tout homomorphisme bijectif de G sur G’. On dit que G et G’ sont isomorphes s’il existe
un isomorphisme de G sur G'. On appelle automorphisme de G tout isomorphisme de G
sur lui-méme.

Compte tenu du lemme 2.7, s’il existe un isomorphisme de G sur G, il en existe aussi
un de G’ sur G, a savoir 'isomorphisme réciproque.

Remarque 2.7. Il est important de noter que deux groupes isomorphes possedent
exactement les mémes propriétés. La connaissance d’un isomorphisme f entre deux groupes
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G et G’ permet de traduire explicitement toute assertion relative & G en la méme relative
a G'. Par exemple, si G est cyclique engendré par g, alors G’ est cyclique engendré par
f(g). Siz € G est d’ordre k, alors f(x) est aussi d’ordre k, etc...

Exemples 2.8.

1) La fonction logarithme réalise un isomorphisme du groupe multiplicatif R* sur le
groupe additif R.

2) Soient G un groupe et a un élément de G. L’application f, : G — G définie par
fa(z) = aza™! est un automorphisme de G sur G (exercice). Les f, ol a € G s’appellent
les automorphismes intérieurs de G.

3) Décrivons, a isomorphisme pres, les groupes cycliques d’ordre n.
Lemme 2.8. Tout groupe cyclique d’ordre n est isomorphe au groupe additif (Z/nZ, —|—).

Démonstration : Soit G un groupe cyclique d’ordre n. Choisissons un générateur g de
G.OnaG= {e,g, e ,g"‘l}. Considérons l'application f : G — Z/nZ définie par

f(gk) =k pour tout k € Z.

Elle est bien définie car si g% = gk/, alors n divise k — k’ i.e. k = k. Par ailleurs, on a

F ) =k K =k +F = f(¢") + F(g"),

donc f est un homomorphisme. 11 est surjectif (par définition), il est donc aussi injectif car
G et Z/nZ ont le méme ordre (on peut aussi le vérifier directement), d’ott le lemme.

En particulier, deux groupes cycliques sont isomorphes si et seulement si ils ont le
méme ordre. Puisque tout groupe fini d’ordre un nombre premier est cyclique, on en déduit
I’énoncé suivant :

Corollaire 2.5. Tout groupe fini d’ordre un nombre premier p est isomorphe au groupe
additif (Z/pZ,+).

4) Démontrons que tout groupe d’ordre 4 est isomorphe a (Z/4Z, +) ou bien au
groupe produit (Z/ 27 x 7./27., —l—). Soit G un groupe d’ordre 4. Supposons qu’il ne soit
pas cyclique. Soit z un élément de G autre que 1’élément neutre e. D’aprés le théoreme
de Lagrange, l'ordre § de = divise 4. On a donc § = 2 (car si § = 1, on a x = e, et si
d = 4, G est cyclique engendré par x). Il existe dans G un élément y distinct de e et
x (car G est d’ordre 4), et nécessairement y est d’ordre 2. On a ainsi G = {e,z,y, xy}.
L’application f : G — Z/27 x 7 /27 définie par f(e) = (0,0), f(z) = (1,0), f(y) = (0,1)
et f(xy) = (1,1), réalise alors un isomorphisme de groupes de G sur le groupe produit
(Z/2Z.x7)27,+), Ao le résultat. Les groupes (Z/4Z,+) et (Z/27x Z/2Z,+) n’étant pas
isomorphes (Z/27Z x 7Z./27 n’est pas cyclique car ses éléments autres que 1’élément neutre
sont d’ordre 2), il y a donc, a isomorphisme pres, exactement deux groupes d’ordre 4.
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5) Si X est un ensemble de cardinal n, le groupe symétrique S(X) de X est isomorphe
au groupe S, des bijections de {1,2, e ,n}. Plus précisément, si f : X — Y est une
bijection de X sur un ensemble Y, alors 'application ¥ : S(X) — S(Y') définie par ’égalité
Y(g) = fgf~! est un isomorphisme de groupes.

Noyau et image d’un homomorphisme

Lemme 2.9. Soit f un homomorphisme d’un groupe G dans un groupe G'.
1) Pour tout sous-groupe H de G, I'image f(H)'® de H par f est un sous-groupe de G'.

2) Pour tout sous-groupe H' de G', I'image réciproque f~1(H')'® de H' par f est un
sous-groupe de G.

Démonstration : La premiere assertion est laissée au lecteur en exercice. Démontrons
la seconde. Notons e et €’ les éléments neutres de G et G’ respectivement. Soit H'un sous-
groupe de G’. On a f(e) = ¢/ € H' donc e appartient a f~1(H'). Par ailleurs, si x et y
sont dans f~1(H'), alors f(x) et f(y) sont dans H' et f(zy) = f(z)f(y) appartient aussi
A H' douxy € f~1(H'). De méme, on a f(x~!) = f(z)~! € H’, donc = ! € f~1(H"),
d’ou l'assertion.

Définition 2.11. Soit f : G — G’ un homomorphisme de groupes. On appelle image de
f Ie sous-groupe f(G) de G'. On appelle noyau de f le sous-groupe f~*({e’}) de G (ou ¢’
est I’élément neutre de G'), on le note souvent Ker(f). On a donc

Ker(f) = {x eG| f(x) = e’}.

Lemme 2.10. Soit f un homomorphisme d’un groupe G dans un groupe G'. Pour que f
soit injectif il faut et il suffit que Ker(f) soit réduit a I’élément neutre de G.

Démonstration : Supposons f injectif. Soit 2 un élément de Ker(f). On a les égalités
f(x) =¢ = f(e), dou = e. Inversement, supposons Ker(f) = {e}. Soient x et y deux
éléments de G tels que f(z) = f(y). Ona f(z)f(y) "t =€ ie. f(zy ') =¢,dotzy t =e¢
puis z = y.

18 Soit f : E — F une application entre deux ensembles. Rappelons que pour toute
partie A de E, I'image (directe) de A par f, que 'on note f(A), est 'ensemble des f(x) tels

que z soit dans A. Pour toute famille de parties 4; de E, ona f(lJA;) = U f(A;). L'égalité
analogue obtenue en remplacant «réunion» par «intersectiony est fausse en général.

19 Rappelons que pour toute partie B de F, I'image réciproque de B par f, que I'on
note f~1(B), est 'ensemble des z € E tels que f(x) appartienne & B. Pour toute famille
de parties B; de F, on a les égalités f~1(UB;) = U f*(B;) et f~HNB:) =N S 1(By).
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Théoreme 2.7. Soient G un groupe abélien additif et f un homomorphisme de G dans
un groupe G'. Alors, le groupe quotient G/ Ker(f) est isomorphe a f(G), via 'application
qui a x + Ker(f) associe f(z).

Démonstration : Soient x et y deux éléments de G tels que z —y appartienne a Ker(f).
On a f(z —y) = €/, autrement dit, on a f(z) = f(y). On obtient ainsi une application

h:G/Ker(f) — f(G)
définie pour tout x € G par 'égalité

h(z + Ker(f)) = f(=).

C’est un homomorphisme. En effet, quels que soient z,y € G, on a les égalités

h(z+y+Ker(f)) = f(z+y) = f(z)f(y) = h(z + Ker(f))h(y + Ker(f)).

Par ailleurs, si f(z) = €/, x appartient a Ker(f), de sorte que x + Ker(f) = Ker(f). Cela
prouve que le noyau de h est réduit a 1’élément neutre de G/ Ker(f) et donc que h est
injectif (lemme 2.10). Par définition, f est aussi une surjection de G/Ker(f) sur f(G),
d’ou le résultat.

Exemple 2.9. Soient G un groupe cyclique d’ordre n et x un générateur de G. Soit
f : Z — G Tapplication définie par f(k) = x*. C’est un homomorphisme surjectif. Son

k — e. Puisque z est un générateur de G, il en

noyau est formé des entiers k € Z tels que z
résulte que Ker(f) est formé des entiers multiples de n, autrement dit, on a Ker(f) = nZ.
D’apres le théoreme 2.7, on en déduit que les groupes Z/nZ et G sont isomorphes. Cela

fournit une autre démonstration du résultat énoncé dans le lemme 2.8.

Terminons ce chapitre en donnant deux applications du théoreme 2.7.

1) Théoréme de Cauchy?’ pour les groupes abéliens finis
Il s’agit du résultat suivant :

Théoreme 2.8. Soient G un groupe abélien fini d’ordre n et p un diviseur premier de n.
11 existe dans G un élément d’ordre p.

G= {al,---,an}.

20 Augustin Louis Cauchy est né & Paris en 1789 et décede & Sceaux en 1857. Il fut
professeur a 1’école Polytechnique de 1838 jusqu’a sa mort. On lui doit notamment la mise
en place de la théorie des fonctions de variables complexes et son application au calcul

intégral.

Démonstration : Posons

48



Pour tout a; € GG, notons «; son ordre et considérons I'application
fZ/onZ x - - X ZL]anZ — G,

définie par

f((E)...,E)) — a’fl '“afi”-
On vérifie d’abord que f est blen définie, en remarquant que pour tout ¢ = 1,---,n, si
Pon a k; = k!, alors a¥ = a . C’est un homomorphisme car G' est supposé abélien. Par
ailleurs, il est surjectif, car pour tout i, on a f((0,---,1,---,0)) = a;, out 1 est la i-éme
composante de 1’élément considéré. En notant I" le groupe produit des Z/«;Z, on déduit
du théoreme 2.7 que G est isomorphe a I'/ Ker(f). On a en particulier I’égalité

| = | Ker(f)[-|G].

Puisque p divise |G|, cela entraine que p divise [I'| = ag - - - a,. Par suite, il existe i tel que
p divise «;. L’élément a; étant d’ordre «;, on a

L1 2iNp
p p —
a,” #e et (ai ) =e,

g

ce qui prouve que ai? est d’ordre p dans G. D’otl le résultat?!.

Le théoreme 2.9 vaut en fait pour tous les groupes finis, mais la démonstration du cas
général nous entrainerait trop loin. Cela étant, on en déduit I’énoncé suivant :

Corollaire 2.6. Soit G un groupe abélien d’ordre n sans facteurs carrés, i.e. pour tout
nombre premier p on a vy(n) < 1. Alors, G est cyclique d’ordre n.

Démonstration : On an = py - - p, ou les p; sont des nombres premiers deux a deux
distincts. D’apres ce qui précede, pour tout ¢ = 1,---,r, il existe a; € G d’ordre p;. Par
ailleurs, pour tout s > 1 et s < r, ’élément a; - - - a5 est d’ordre p; - - - ps (on vérifie cette
assertion par récurrence et on utilise le résultat!® du bas de la page 37). En particulier,
ay ---a, est d’ordre n, ce qui établit 'assertion.

Signalons que l'on peut démontrer le résultat suivant : soit n un entier > 1. Pour que
tout groupe fini d’ordre n soit cyclique il faut et il suffit que n et ¢(n) soient premiers
entre eux.

2! Indiquons une autre démonstration du théoréme 2.8, en procédant par récurrence
sur l'ordre n de G. L’énoncé est vrai si n = 1 (puisque p ne divise pas 1). Considérons
un entier n > 2 et supposons que le résultat est vrai pour tous les groupes d’ordre < n.
Il existe dans G un élément = d’ordre m > 1. Si p divise m, on a m = pr et I’élément
y = x" € (G est alors d’ordre p. Supposons que p ne divise pas m. Soit H le sous-groupe
de G engendré par z. L’ordre du groupe G/H, qui est n/m < n, est divisible par p (car
p ne divise pas m). D’apres 'hypothese de récurrence, il existe un élément zH € G/H
qui est d’ordre p. L’élément w = 2™ est alors un élément de G d’ordre p. En effet, 2P
appartient a H et H est d’ordre m, donc on a wP = e. Par ailleurs, on a w # e : supposons

w = e. Puisque p ne divise pas m, il existe a,b € Z tels que ap + bm = 1. Par suite, on a
2 = 29Pzbm — »ap ¢ [T car 2P est dans H. Cela conduit & une contradiction car zH étant

d’ordre p dans G/H, ’élément z n’est pas dans H, d’ou le résultat.
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2) Puissances dans un groupe cyclique

Considérons un groupe cyclique G d’ordre n et un élément a de G.

Proposition 2.10. Soit k un entier naturel. Pour qu’il existe x € G vérifiant I’égalité
2% = a il faut et il suffit que l'on ait

n
d

ad =e ou d=pged(k,n).

Supposons cette condition réalisée. Soit o un élément de G tel que xf = a. Alors,

k

I’ensemble des éléments x € G tels que = = a est

{xoz|z€Getzd:e}.

C’est un ensemble de cardinal d.

Démonstration : On considere I’lhomomorphisme de groupes v : G — G défini par
Y(x) = x*. Vérifions que son noyau est d’ordre d. Soit x un élément de Ker(¢)). On a

¥ = e et 2™ = e (th. 2.3), d’olt en utilisant le théoreme de Bézout, 2¢ = e. On en déduit

que les éléments de Ker(v)) sont exactement les éléments z € G pour lesquels on a z? = e.

D’apres 'assertion 2 du théoreme 2.4, on a donc | Ker(¢)| = d. D’apres le théoréeme 2.7,

I'ordre de I'image de v est donc n/d. Par suite, si a est dans I'image de v, on a a™/?

n/d

=e
= e, alors a appartient a I'unique sous-groupe

de G d’ordre n/d (th. 2.5), qui est précisément I'image de 1, d’ou la condition annoncée.

On suppose alors qu’il existe x¢ € G tel que zf = a. Si x € G vérifie 1'égalité z* = a,

k

(th. 2.3). Inversement, si 'on a ’égalité a

= e, et comme on I’a constaté ci-dessus, on a alors
d k

on a (zxyh)F = e, dott & = 20z avec z

2 = e. Inversement, pour tout z € G tel que 2¢ = e, on a (2¢2)" = a car d divise k, d’ou
I’ensemble des solutions annoncé. Par ailleurs, il y a exactement d éléments z € G tels que

z¢ = e (th. 2.4). Cela établit le résultat.

Exemple 2.10. Prenons pour G le groupe additif Z/25Z. Déterminons ’ensemble
des solutions de 1’équation 52 = 15. On remarque pour cela que zo = 3 est une solution
particuliere. Par ailleurs, les éléments x € G qui vérifient 5z = 0 sont les classes de 0, 5,

Exercice 17. Dans le groupe additif Z/1000Z, résoudre ’équation 5x = 50.
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Chapitre III — Anneaux et corps

1. Définition d’un anneau

Définition 3.1. On appelle anneau un triplet formé d’un ensemble A et de deux lois de
composition sur A, une addition (x,y) — =+ y et une multiplication (x,y) — xy, tels que
les conditions suivantes soient vérifiées :

1) le couple (A,+) est un groupe commutatif.
2) La multiplication est associative et posséde un élément neutre.

3) La multiplication est distributive par rapport a I'addition, ce qui signifie que 'on a
x(y+z)=xy+xzz et (x+y)z=2xz+yz quels que soient z,y,z € A.
Si de plus la multiplication est commutative, autrement dit, si 'on a zy = yx quels

que soient x,y € A, on dit que A est un anneau commutatif.

On notera 0 I’élément neutre de (A, +) et 1, ou 14, I’élément neutre de A pour la
multiplication. Rappelons que pour tout x € A, il existe un élément de A, noté —zx, tel que
I'on ait = + (—z) = 0 (—x est Popposé de x).

Lemme 3.1. Quels que soient x,y,z € A, on a
x(y—z)=axy—xz et (y—z)z=yr— 2.
Démonstration : D’apres la condition 3, on a z(y — 2) + 2z = 2(y — 2 + 2) = zy et
(y —2)x+z2x = (y — 2+ z)x = yx, d’ou le lemme.

Corollaire 3.1. Quels que soient x,y € A, on a

En particulier, on a (—1)z = —x.

Par convention, on a
2% =1 pour tout z € A.

Un anneau réduit a un élément, i.e. pour lequel on a 1 = 0, est dit nul.
Exemples 3.1.

1) L’anneau Z. En munissant Z des deux lois de composition usuelles (addition et
multiplication) on obtient I’anneau des entiers relatifs, qui est évidemment commutatif.
Les ensembles Q, R et C munis de I'addition de la multiplication usuelles sont aussi des
anneaux commutatifs.
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2) L’anneau F(X,A). Soient X un ensemble et A un anneau. Notons F(X, A)
I’ensemble des applications de X a valeurs dans A. On définit la somme et le produit
de deux éléments f,g € F(X, A) par les égalités

(f+9)(x)=f(x)+g(x) et (fg)(z)= f(x)g(x) pour tout z € A.

L’ensemble F'(X, A) muni de ces deux lois est un anneau, qui est commutatif si A l’est, et
s’appelle I’anneau des applications de X dans A.

3) L’anneau M, (A). Soient A un anneau, n un entier > 1 et M,,(A) I’ensemble des
matrices carrées de taille (n,n) (on dit aussi d’ordre n) a coefficients dans A. Rappelons
que I'on définit sur M, (A) une addition et une multiplication comme suit. Soient M = (a;;)
et N = (b;;) deux matrices de M,,(A). Par définition, le coefficient de la i-eme ligne et de
la j-iéme colonne de M + N est a;; + b;;, et celui de M N est donné par la somme

n
E aikbkj.
k=1

Muni de ces deux lois de composition, M, (A) est un anneau, qui n’est pas commutatif si
n > 2 et si A n’est pas nul. En effet, soit x un élément de A distinct de 1. Soit U = (a;)
la matrice de M,,(A) définie par

a1 =z, axp=1 et a;; =0 pour tout (4,j) distinct de (1,1) et (2,2).
Soit V' = (b;;) € M,,(A) la matrice définie par
bii =1, bia=1, byp=1 et b; =0 pour tous les autres termes de V.

On vérifie que 'on a UV # VU.

4) L’anneau A[X]. Soit A un anneau commutatif. Rappelons que les polynémes a une
indéterminée a coefficients dans A sont les suites (ay,),>0 d’éléments de A qui sont nulles a
partir d’'un certain rang. Les a,, sont appelés les coefficients du polynoéme. Sur cet ensemble
de polynomes, on définit les deux lois de compositions suivantes : si P = (pg,p1,---) et
Q = (qo,q1,- - ), alors 'addition et la multiplication de P et () sont définies respectivement
par les égalités

P+Q=(po+aq,p1+aq, ) et PQ=(so,s1,"-+) avec s, = Zpi%‘-
i+i=n

On vérifie que I'’ensemble des polynomes a coefficients dans A est ainsi muni d’une structure
d’anneau commutatif. Pour tout a € A, on note a le polynéme (a,0,---,0,---). Posons
X = (0,1,0,---,0,---). Pour tout entier n > 1, et tout a € A, on vérifie que l'on a
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aX™=(0,---,0,a,0,---), ou le n+ 1-ieme terme de la suite est a et ou tous les autres sont
nuls. Avec ces notations, tout polynéme P = (po,p1, -, Pn,0,---), dont les coefficients
sont nuls pour les entiers > n, s’écrit alors

P=py+p1 X+ -p, X",

qui est la notation polynomiale de P et que l'on utilise exclusivement. On note A[X]
I’anneau ainsi obtenu. Il s’appelle I’anneau des polynoémes en une indéterminée a coefficients
dans A. Bien entendu, on peut désigner le polynome (0, 1,0, - - -) par d’autres lettres que X,
par exemple Y, Z ou T, a condition que la lettre choisie n’ait pas été utilisée par ailleurs.

5) Produit direct d’anneaux. Soient Ay, -- -, A, des anneaux. Il existe sur le produit
cartésien

A=A x---x A,

une structure d’anneau, ’addition et la multiplication étant données par les formules

(1) ($17"',xn)+(y17“‘,yn) :($1 +yl7"‘7$n+yn>7

(2) (xla"'vxn)(yla"',yn):(mlyla"',xnyn)'

Si tous les anneaux A; sont commutatifs, il en est de méme de A. On dit que A est le
produit direct des A;, ou encore 'anneau produit des A;. Notons que 1’élément neutre
multiplicatif de A est (14,,---,14,), ou 14, I’élément neutre multiplicatif de A;.

Exercice 1. Soit A un anneau tel que pour tous a,b € A, on ait (ab)? = a?b?. Montrer
que A est commutatif.

2. Sous-anneaux - Idéaux

Soient A un anneau et B une partie de A.

Définition 3.2. On dit que B est un sous-anneau de A si les conditions suivantes sont
vérifiées :

1) B est un sous-groupe additif de A.

2) Quels que soient x et y dans B, le produit xy est dans B.

3) L’élément neutre multiplicatif 1 appartient a B.

On vérifie que si B est un sous-anneau de A, alors B muni des deux lois de composition
induites par celles de A est un anneau.

Exemples 3.2.

1) Z est un sous-anneau de R, lui-méme étant un sous-anneau de C.
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2) L’ensemble des fonctions continues de R dans R est un sous-anneau de F(R,R).

3) Soit ¢ une racine carrée de —1 dans C. L’ensemble Z[i] des éléments de la forme
a + ib avec a,b € Z est sous-anneau de C. On l'appelle 'anneau des entiers de Gauss.

Définissons maintenant la notion d’idéal de A dans le cas ou A est commutatif.

Définition 3.3. Supposons A commutatif. On dit que B est un idéal de A si les deux
conditions suivantes sont vérifiées :

1) B est un sous-groupe additif de A.
2) Quels que soient x € B et y € A, le produit zy est dans B.

Exemples 3.3.

1) Idéaux de Z. Les idéaux de Z sont les nZ, ou n parcourt Z (ou N). En effet, ce
sont exactement les sous-groupes de 7Z, et ils vérifient la condition 2 de la définition.

2) Soient X un ensemble et Y une partie de X. Le sous-ensemble de F'(X,R) formé
des applications qui s’annulent sur Y est un idéal de F'(X,R).

3) Idéaux principaux. Supposons A commutatif. Soit a un élément de A. L’ensemble
des éléments de la forme az, ou x parcourt A, est un idéal de A. On I’appelle I'idéal principal
engendré par a. On le note aA ou (a). En particulier, les parties {0} et A sont des idéaux
de A. Tous les idéaux de Z sont principaux.

4) L’ensemble Z n’est pas un idéal de Q (ni de R, ni de C).

5) Idéaux d’un anneau produit. Soient K et L des anneaux commutatifs.

Lemme 3.2. Les idéaux de I’anneau produit K x L (qui est commutatif) sont exactement
les I x J, ou I est un idéal de K et J un idéal de L.

Démonstration : Soient I et J deux idéaux de K et L respectivement. Il est immédiat
de vérifier que I x J est un sous-groupe additif de K x L. Par ailleurs, si (a,b) est un
élément de K x L, alors pour tout (¢,5) € I x J, on a (a,b)(i,7) = (ai,bj) qui appartient
al xJ,donc I x J est un idéal de K x L. Considérons maintenant un idéal J de K x L.
Soit I I'image de J par la premiere projection K x L — K qui & (u,v) associe u. De méme,
soit J l'image de J par I'application K x L — L qui a (u,v) associe v. On vérifie que
(resp. J) est un idéal de K (resp. de L). Montrons que l'on a J = I x J. Par définition,
J est contenu dans I x J. Inversement, soit (x,y) un élément de I x J. Il existe r € K
et s € L tels que (x,s) et (r,y) soient dans J. Si 1x (resp. 11) désigne I’élément neutre
multiplicatif de K (resp. de L), I’égalité

(z,y) = (1, 0)(x,s) + (0,1L)(r, y)
entraine alors que (z,y) est dans J, d’ou 'assertion??.
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Exercice 2. Un idéal p d’un anneau commutatif A est dit premier s’il vérifie les deux
conditions suivantes :

1) onap # A.
2) Quels que soient z,y € A, si zy est dans p, alors z ou bien y est dans p.

Quels sont les idéaux premiers de Z 7

3. Anneau quotient d’un anneau commutatif

Considérons un anneau commutatif A et I un idéal de A. Compte tenu du chapitre II,
puisque I est un sous-groupe de A et que (A, +) est un groupe abélien, on peut associer a
I la relation d’équivalence R définie pour tous z,y € A par la condition

TRy <= x—yel.

L’ensemble quotient A/I, muni de la loi de composition définie pour tous z,y € A par
Iégalité

(3) (+D+y+1)=(z+y)+1,

est alors un groupe abélien, d’élément neutre [ i.e. la classe de 0. On va définir une seconde
loi de composition sur A/I, appelée multiplication, de sorte que A/I soit, avec I’addition
précedente, muni d’une structure d’anneau commutatif. Soient x+ I et y+ I deux éléments
de A/I. On définit la multiplication par la formule

(4) (z+Dy+I)=ay+ I
Pour que cette définition ait sens, il convient de vérifier qu’elle ne dépend pas des représen-
tants xz et y de x + I et de y + I. Soient 2’ et vy’ dans A tels que 'on ait z +1 =2’ + I et
y+ =9y +1 Tlexisterettdans I telsquex=a2"4+rety=9y +¢t Ona

xy =2y + (2"t +ry’ +rt).

Puisque r et t sont dans I, il en est de méme de z't +ry’ +rt, par suite, xy —x’'y’ appartient
a I, ce qui établit notre assertion.

22 1assertion analogue obtenue en remplacant «anneau produit» par «groupe pro-
duit» est fausse. Autrement dit, les sous-groupes d’'un groupe produit G; x G5 ne sont
pas exclusivement les produits H; x Hs, ou H; et Hs sont des sous-groupes de G et
G5 respectivement. Il y en a d’autres en général. Par exemple, soit G un groupe d’ordre

2. Posons G = {e,a}, ol e est I'élément neutre de G. Alors, H = {(e,¢), (a,a)} est un
sous-groupe de G x G et n’est pas de la forme Hy x Hy, ou Hy et Hs sont des sous-groupes
de G, vu que les sous-groupes de GG sont {e} et G.
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Théoréme 3.1. L’ensemble A/I muni de I'addition et la multiplication définies par les
formules (3) et (4) est un anneau commutatif. On I'appelle 'anneau quotient de A par I.

Démonstration : On sait déja que (A/I,+) est un groupe abélien. La multiplication
dans A étant associative et commutative, il en est de méme dans A/I comme on le constate
directement. Par ailleurs, 1+ 1 est ’élément neutre multiplicatif de A/I (car 1 est I’élément
neutre multiplicatif de A). Il reste a vérifier que la multiplication est distributive par
rapport a ’addition. Soient x,y, z des éléments de A. On a les égalités

(x+I)((y+I)+(z+I)) = (33+I)((y+z)+1) =x(y+2)+1 = zy+axz+1 = (zy+1)+(xz+1),
par suite, on a
+D(y+D+E+D)=@+Dy+D)+ (@+I)(z+1).

La deuxieme égalité de définition de la distributivité se vérifie de la méme facon. D’ou le
résultat.

Exemples 3.4.

1) L’anneau quotient Z/nZ. Soit n un entier naturel non nul. On a vu que nZ est
un idéal de Z. D’apres le théoreme 3.1, 'ensemble Z/nZ est donc muni d’une structure
d’anneau commutatif, pour laquelle I’addition et la multiplication sont données par les

égalités
(5) G+b=a+b et ab=ab quels que soient a,b € Z.
Rappelons que 1’élément neutre additif est 0 = nZ. L’élément neutre multiplicatif est

1 =1+ nZ, i.e. 'ensemble des entiers a tels que n divise a — 1. L’anneau Z/nZ s’appelle
I’anneau des entiers modulo n.

2) Soit F' € A[X] un polynome & coefficients dans un anneau commutatif A. On peut
considérer ’anneau quotient A[X]/(F'), ou (F') est I'idéal principal de A[X] engendré par
F'. Nous étudierons plus loin ces anneaux, par exemple si A = Z/pZ, ou p est premier.

4. Groupe des éléments inversibles - Corps - Anneaux integres

Soit A un anneau.

Définition 3.4. Soit a un élément de A. On dit que a est un élément inversible de A s’il
posséde un inverse pour la multiplication, autrement dit, s’il existe un élément b € A tel
que 'on ait ab = ba = 1. On notera A* I'ensemble des éléments inversibles de A.

Rappelons que si a € A est inversible, il existe un unique élément b € A tel que
ab = ba = 1 et on le note a~'. Par ailleurs, si z et y sont deux éléments de A* alors le
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produit zy est aussi dans A* et son inverse est y~'z~!. En particulier, la multiplication

induit sur A* une loi de composition.

Proposition 3.1. L’ensemble A*, muni de la multiplication induite par celle de A, est un
groupe. On I’appelle le groupe des éléments inversibles de A, ou le groupe des unités de A.

Démonstration : C’est une conséquence directe des définitions 2.1 et 3.4, ’élément
neutre de A* étant 1’élément neutre multiplicatif 1 de A.

Par exemple, le groupe des élements inversibles de ’anneau Z est { + 1}. On étudiera
en détails dans le chapitre suivant ’anneau Z/nZ et 'on décrira en particulier le groupe
(z/ nZ)* de ses éléments inversibles.

Exercice 3. Démontrer que le groupe des éléments inversibles de I'anneau Z[i] est
{ + 1, ii}. Montrer qu’il est cyclique d’ordre 4.

Exercice 4. Soient x et y deux éléments de A tels que 1 — zy soit inversible. Montrer
que 1 — yx est aussi inversible.

Exercice 5. Soient X un ensemble et f un élément de F'(X, A). Montrer que f est
inversible si et seulement si f(X) est contenu dans A*.

Le résultat suivant décrit le groupe des éléments inversibles d’un anneau produit, on
I’utilisera plus loin.

Lemme 3.3. Soient A et B deux anneaux. Le groupe des éléments inversibles de I’anneau
produit A x B est A* x B*. Autrement dit, on a (A x B)* = A* x B*. En particulier, si
A et B sont finis, on a |(A x B)*| = |A*||B*|.

Démonstration : Soit (a,b) un élément inversible de A x B. Il existe (¢,d) € A x B tel
que (a,b)(c,d) = (¢,d)(a,b) = (14,1p) ou 14 (resp. 15) est I’élément neutre multiplicatif
de A (resp. de B). D’apres la formule (2), on obtient ainsi les égalités ac = ca = 14 et
bd = db = 1p, ce qui prouve que a € A* et que b € B*. Inversement, si (a, b) est un élément
de A* x B*, il existe c € A et d € B tels que ac = ca = 14 et bd = db = 1. Par suite, on
a (a,b)(c,d) = (c,d)(a,b) = (14,1p) donc (a,b) € (A x B)*, d’olt le résultat.

Lemme 3.4. Supposons A commutatif. Soit I un idéal de A. Alors, I = A si et seulement
si il existe un élément inversible dans 1.
Démonstration : Supposons qu'il existe z € I N A*. Dans ce cas, zx~ ! = 1 est dans 1,

par suite, pour tout y € A, I’élément y.1 = y est aussi dans I, d’ou [ = A.

Définition 3.5. On dit que A est un corps si I'on a 1 # 0, et si tout élément non nul de
A est inversible i.e. si 'on a A* = A — {O}
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Par définition, un corps possede donc au moins deux éléments, a savoir 0 et 1. Si A
est un anneau commutatif et est un corps, on dit que A est un corps commutatif.

Exemples 3.5.

1) Les anneaux Q, R et C sont des corps commutatifs.

2) On peut démontrer que tout corps fini est commutatif. Ce résultat a été établi en
1905 par le mathématicien écossais J. Wedderburn (1882-1948).

3) Il existe des corps non commutatifs. Historiquement, le premier corps non commu-
tatif a été découvert vers 1843 par le mathématicien irlandais W. Hamilton (1805-1865).
On P'appelle le corps des quaternions d’Hamilton. On le note souvent H. On peut le décrire
comme suit. Soit My(C) I'ensemble des matrices ayant deux lignes et deux colonnes a
coefficients dans C. Alors H est le sous-ensemble de My (C) formé des matrices

U  —U N
( _) ou u,v € C.
voou

La notation u désigne le nombre complexe conjugué de u. On peut démontrer que H est
un corps. Il n’est pas commutatif, car par exemple en posant (avec i2 = —1)

i 0 0 —1
PZ(O —i) et Q:(l 0)’
ro= (5 ) @ ar=( ).

en particulier, P(Q) est distinct de QP.

on a

Définition 3.6. Soit K un corps. On appelle sous-corps de K tout sous-anneau L de K
qui est un corps. On dit alors que K est un surcorps de L.

Compte tenu de la définition 3.5, une partie L de K est un sous-corps de K si et
seulement si L est un sous-anneau de K dont tous les éléments non nuls sont inversibles.
Exemples 3.6.

1) Q est un sous-corps de R, lui méme étant un sous-corps de C.

2) L’ensemble {(H—ib | a,b e Q} est un sous-corps de C. C’est le plus petit sous-corps

de C contenant 'anneau Z[i] (cf. exemples 3.2).

3) L’ensemble {a +bv2 | a,be Q} est un sous-corps de R.

Exercice 6. Soit A un anneau commutatif non nul. Montrer que A est un corps si et
seulement si ses seuls idéaux sont {0} et A.
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Le produit de deux éléments non nuls dans un corps est non nul. Les corps, tout
au moins ceux qui sont commutatifs, font partie de certains anneaux plus généraux, les
anneaux integres :

Définition 3.7. Un anneau A est dit integre s’il est commutatif, non réduit a 0 i.e. on a
1 # 0, et si le produit de deux éléments non nuls de A est non nul.

Par exemple, Z est un anneau integre, et plus généralement, tout sous-anneau d’un
corps commutatif est un anneau integre. On utilisera le résultat suivant :

Proposition 3.2. Soit A un anneau intégre fini. Alors, A est un corps.

Démonstration : Soit a un élément non nul de A. Il s’agit de montrer que a est
inversible. On considere pour cela 'application de A a valeurs dans A qui a z associe azx.
Elle est injective, car pour tout z,y € A, si l'on a ax = ay, alors, a(x —y) = 0 et puisque
A est integre, cela entraine x = y. L’anneau A étant fini, cette application est donc aussi
une surjection, en particulier, 1 possede un antécédent, autrement dit, il existe b € A tel
que ab =1 (et ba = 1 car A est commutatif), d’ou le résultat.

Exemples 3.7. (anneaux non intégres)

1) Soit m > 2 un entier non premier. Alors, 'anneau Z/nZ n’est pas integre. En effet,
on an = ab avec a et b strictement plus grands que 1, de sorte que l’'on a @b =7 = 0, bien
que a et b ne soient pas nuls.

2) Si A et B sont deux anneaux non nuls, ’anneau produit A X B n’est jamais integre,
comme le montre I’égalité (1,0)(0,1) = (0,0).
3) L’anneau F'(R,R) des applications de R dans R n’est pas integre. Considérons en
effet les deux éléments f et g définis comme suit.
r six>0 _JO stz >0
f(z)_{() siz <0 et g(:v)—{x stz <0’

On a alors fg = 0 i.e. fg est I'application qui en tout x € R prend la valeur 0, bien que f
et g ne soient pas nuls.

Exercice 7. Soient A un anneau commutatif et I un idéal de A. Montrer que A/ est
integre si et seulement si I est un idéal premier (voir ’exercice 2 pour la définition d’'un
idéal premier).

Exercice 8. Démontrer qu’'un anneau integre qui ne possede qu'un nombre fini
d’idéaux est un corps (étant donné un élément x non nul, afin de montrer qu’il est in-
versible, on pourra considérer la suite des idéaux principaux (z™) pour n > 1).
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5. Homomorphismes d’anneaux

Définition 3.8. Soient A et B des anneaux. On appelle homomorphisme d’anneaux, ou
morphisme d’anneaux, de A dans B toute application f de A dans B vérifiant les conditions
suivantes :

1) on a les égalités

fla+y)=fx)+ fly) et f(zy) = f(x)f(y) quels que soient z,y € A.

2) On a f(1a) =1p (en notant 14 et 1p les éléments neutres respectifs de A et B).

Si A et B sont des corps, toute application de A dans B vérifiant ces deux conditions
s’appelle un homomorphisme, ou morphisme, de corps.

Exemples 3.8.

1) Pour tout n > 1, la surjection canonique s : Z — Z/nZ définie par s(z) = = + nZ
est un homomorphisme.

2) Soient X un ensemble et A un anneau. Pour tout x € X, I'application F'(X, A) — A
qui a f € F(X, A) associe f(x) est un homomorphisme.

Lemme 3.5. Soient f : A — B un homomorphisme d’anneaux et A’, B" des sous-anneaux
de A et B respectivement.

1) L’image f(A’) est un sous-anneau de B.

2) L’image réciproque f~1(B’) est un sous-anneau de A.

Démonstration : 1) On sait déja que f(A’) est un sous-groupe additif de B. Par ailleurs,
ona f(la) =1pet 14 € A’ dou 1 € f(A’). Si x et y sont dans f(A’), il existe u et v
dans A’ tels que x = f(u) et y = f(v), de sorte que zy = f(u)f(v) = f(uv) appartient a
F(A).

2) On a vu que f~1(B’) est un sous-groupe de A. L’égalité f(14) = 1 € B’, entraine
que 14 € f~YB’). Si x et y sont dans f~1(B’), alors f(z) et f(y) sont dans B’, et
Flay) = f@) () € B ot zy € (1),

De facon analogue aux homomorphismes de groupes, on démontre que 'application
composée de deux homomorphismes d’anneaux est encore un homomorphisme d’anneaux,
et que si un homomorphisme d’anneaux est une bijection, son application réciproque est
aussi un homomorphisme d’anneaux.

Définition 3.9. Soient A et B deux anneaux. On appelle isomorphisme de A sur B tout
homomorphisme d’anneaux bijectif de A sur B. S’il existe un isomorphisme entre A et B,
on dit que A et B sont isomorphes.
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Exemple 3.9. L’application C — H qui a z € C associe la matrice ((Z) g) est un

homomorphisme de corps. Elle permet d’identifier C a un sous-corps de H.

Lemme 3.6. Soient A et B deux anneaux commutatifs, f : A — B un homomorphisme
et I un idéal de B. Alors, f~Y(I) est un idéal de A.

Démonstration : Considérons deux éléments x € A et y € f~1(I). L’élément f(x)f(y)
est dans [ i.e. f(zy) € I, donc xy € f~1(I). L’assertion en résulte puisque f~1(I) est un
sous-groupe additif de A.

Remarque 3.1. L'image par un homomorphisme d’un idéal n’est pas en général un
idéal, comme le montre I'injection Z — Q (car Z n’est pas un idéal de Q). Cela étant :

Exercice 9. Soient A et B deux anneaux commutatifs, f : A — B un homomorphisme
surjectif de A sur B, et I un idéal de A. Alors, f(I) est un idéal de B.

Définition 3.10. Soient A et B deux anneaux et f : A — B un homomorphisme. On
appelle noyau de f, et on note Ker(f), ’ensemble des éléments x € A tels que f(z) = 0.
Le sous-anneau f(A) de B s’appelle I'image de f.

On a I’énoncé suivant, analogue au théoreme 2.7 :

Théoréme 3.2. Soient A un anneau commutatif, B un anneau et f : A — B un homo-
morphisme. Alors, Ker(f) est un idéal de A, et ’anneau quotient A/ Ker(f) est isomorphe
a f(A) via Iapplication qui a x + Ker(f) associe f(z).

Démonstration : Le fait que Ker(f) soit un idéal de A résulte directement des défi-
nitions. Notons h : A/ Ker(f) — f(A) application définie par

h(z + Ker(f)) = f(=).

Compte tenu du théoreme 2.7, on sait que h est bien définie et que c’est un isomorphisme
de groupes. Par ailleurs, si x + Ker(f) et y + Ker(f) sont dans A/ Ker(f), on a

h((z + Ker(f)(y + Ker(f))) = h(zy + Ker(f)) = f(zy) = f(2)f(y),
qui n’est autre que h(z + Ker(f))h(y + Ker(f)). Puisque l'on a
h(la +Ker(f)) = f(1a) = 15,
h est donc un homomorphisme d’anneaux, d’oi le résultat.

En illustration de ce qui précede, démontrons I’énoncé suivant qui caractérise, a iso-
morphisme pres, les anneaux quotients de Z.
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Proposition 3.3. Soit A un anneau. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
1) 'anneau A ne posséde pas de sous-anneaux autres que lui-méme.

2) Il existe un entier n > 0 tel que A soit isomorphe a Z/n’Z.

Démonstration : Pour tout entier n > 0, anneau Z/nZ n’a pas de sous-anneaux
autres que lui-méme. En effet, si B est un sous-anneau de Z/nZ, alors 1 est dans B,
donc le sous-groupe engendré par 1, i.e. Z/nZ, est contenu dans B, d’ott B = Z/nZ. En
particulier, tout anneau isomorphe & Z/nZ, pour un certain n > 0, posseéde cette propriété.
Inversement, supposons la condition 1 réalisée. Considérons 'application f : Z — A définie
par f(n) = nla. C’est un homomorphisme d’anneaux. Son image est un sous-anneau de
A (lemme 3.5). D’apres I'hypothese faite, on a donc f(Z) = A. Par ailleurs, il existe un
entier n > 0 tel que l'on ait Ker(f) = nZ. D’apres le théoreme 3.2, A est donc isomorphe
a Z/nZ.

Exercice 10. Soient K un corps commutatif, A un anneau non nul et f: K — A un
homomorphisme. Montrer que f est injectif.

6. La formule du binome de Newton

On va démontrer ici ’énoncé suivant, connu sous le nom de formule du binéme, qui
est tres utile dans la théorie des anneaux.

Théoreme 3.3. Soient A un anneau et a,b deux éléments de A tels que ab = ba. Alors,
pour tout entier n > 0, on a l’égalité

(a+b)" = i <Z> akbn Tk,

k=0

Démonstration : Le calcul de (a + b)™ s’obtient en choisissant dans chacun des n
facteurs a 4+ b, ou bien a ou bien b, en effectuant ensuite le produit des termes ainsi choisis
et en additionnant tous les résultats obtenus (il y en a 2™). Pour tout k = 0,---,n, si 'on
choisit k fois a et donc n — k fois b, on obtient ainsi, puisque a et b commutent, le terme
a*b"=*. Tous les termes du développement de (a + b)" sont donc de cette forme pour un
certain k entre 0 et n. Il reste alors a remarquer que, pour k fixé, le nombre de tels termes
est le nombre de fagons de choisir £ fois a parmi les n possibles, qui n’est autre que le

n
nombre <

k> de parties a k éléments dans un ensemble a n éléments. D’ou le résultat.

Exercice 11. Soit A un anneau commutatif. Un élément x € A est dit nilpotent s’il
existe un entier n > 1 tel que ™ = 0. Montrer que ’ensemble des éléments nilpotents de
A, qui est appelé le nilradical de A, est un idéal de A.
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Chapitre IV — Arithmétique sur z/nz

Soit n un entier naturel non nul. On a vu dans le chapitre précédent que Z/nZ est
muni d’une structure d’anneau commutatif, I’addition et la multiplication étant définies
pour tous a et b dans Z, par les égalités

(1) G+b=a+b et ab=ab.
L’élément neutre additif est 0 = nZ et 1’élément neutre multiplicatif est 1 = 1 + nZ.

1. Le groupe multiplicatif (Z/nZ)"

Soit n un entier > 1. Rappelons que (Z / nZ) " désigne le groupe des éléments inversibles
pour la multiplication de ’anneau Z/nZ.

Théoreme 4.1. Soit a un entier. Alors, @ est inversible si et seulement si a et n sont
premiers entre eux. Autrement dit, on a

(2) (Z/nZ)* :{6\ 1<a<net pgcd(a,n)zl}.

Démonstration : Supposons @ inversible. Il existe alors b € Z tel que @b = 1. Par suite,
on a la congruence ab = 1 mod. n, autrement dit, il existe ¢ € Z tel que ab+nc = 1, ce qui
prouve que a et n sont premiers entre eux. Inversement, d’apres le théoreme de Bézout, il
existe des entiers u et v tels que l'on ait au + nv = 1. D’apres les égalités (1), on obtient
ainsi au = 1, ce qui signifie que @ est inversible. L’égalité (2) en résulte, compte tenu du
fait que I'on a Z/nZ = {1,---,m}.

En particulier :

Corollaire 4.1. L’ordre de (Z/nZ)* est o(n), ol p(n) est 'indicateur d’Euler de n.

Corollaire 4.2. L’anneau Z/nZ est un corps si et seulement si n est un nombre premier.

Démonstration : Supposons que Z/nZ soit un corps. Soit ¢ un diviseur positif de n.
Onan=gqkoukcZ, doun =0 = gk. Puisque Z/nZ est integre, cela entraine § = 0 ou
k = 0. Ainsi, n divise ¢, auquel cas ¢ = n, ou bien n divise k, auquel cas k = n, puis ¢ = 1.
Cela prouve que n est premier. Inversement, supposons n premier. D’apres le corollaire
4.1, l'ordre de (Z/ nZ)* est alors n — 1. Tous les éléments non nuls de Z/nZ sont donc
inversibles, et Z/nZ est un corps.

Remarque 4.1. L’ensemble (Z / nZ)* est formé des éléments qui sont les générateurs
du groupe additif (Z/nZ,+) (cor. 2.4).
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Exercice 1. Décrire le groupe (Z/20Z)*. Déterminer 'inverse de 17.

2. Théoreme d’Euler et petit théoreme de Fermat
Comme conséquence de ce qui précede, on obtient les résultats suivants :

Théoréme 4.2 (Euler). Soit n un entier > 1. Pour tout entier a € Z premier avec n, on
a la congruence

(3) a*™ =1 mod. n.

Démonstration : Soit a un entier premier avec n. D’apres le théoreme 4.1, @ appartient
au groupe (Z/nZ)*, qui est d’ordre ¢(n). D’apres le théoréeme 2.3, on a donc dans Z/nZ
Pégalité @?(™ =T, ce qui signifie que I'on a la congruence (3).

Corollaire 4.3 (Petit théoréme de Fermat). Soit p un nombre premier. Pour tout
entier a € 7, non divisible par p, on a la congruence

(4) a?~!' =1 mod. p.

En particulier, pour tout a € Z, on a a? = a mod. p.

Démonstration : Le théoréme 4.2 entraine l’assertion vu que 'on a ¢(p) =p — 1.

Ces résultats, ainsi que les premieres notions de théorie des groupes introduites dans le
chapitre II, ont des applications arithmétiques considérables. On présentera au paragraphe
5 une application a la cryptographie, sur I'algorithme RSA. A titre indicatif, illustrons ici
ces résultats a travers quelques exemples.

Exemples 4.1.

1) Posons a = (1035125)%¢42. Déterminons le reste de la division euclidienne de a
par 17. On a la congruence 1035125 = 12 mod. 17. D’apres le petit théoreme de Fermat,
on a 1216 = 1 mod. 17. Par ailleurs, on a 5642 = 10 mod. 16. On en déduit que l'on a
a = 125642 = 1210 mod. 17. On a 12 = —5 mod. 17, 122 = 8 mod. 17, 12* = —4 mod. 17,
128 = —1 mod. 17, d’olt a = 9 mod. 17. Le reste cherché est donc 9.

2) Démontrons que le seul entier impair n qui divise 3" + 1 est n = 1. Supposons pour
cela qu’il existe un entier n > 3 impair divisant 3" + 1. Soit p le plus petit diviseur premier
de n. On a p > 5 (car 3 ne divise pas 3" + 1). On a les congruences

(5) 3?1 =1 mod. p (petit th. de Fermat) et 32" =1 mod. p.

Soit ¢ I'ordre de la classe de 3 dans le groupe multiplicatif (Z/ pZ)*. On déduit de (5)
que ¢ divise p — 1 et 2n. On est alors amené a distinguer deux cas. Supposons ¢ impair.
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D’apres le lemme de Gauss, § divise alors n. L’inégalité § < p et le caractere minimal de p
entrainent alors § = 1. Par suite, on a 3° = 3 = 1 mod. p, d’ot1 p = 2 et une contradiction.
Supposons § pair et posons § = 2k ou k € Z. L’entier k divise n. Les inégalités k < § < p
impliquent k£ = 1, d’ot 6 = 2 puis 32 = 1 mod. p. Cela conduit & p = 2 et de nouveau a
une contradiction. D’ot1 notre assertion.

Les deux exemples suivants sont des criteres permettant parfois de démontrer qu'un
entier est premier, si tel est le cas.

3) Soit m un entier naturel > 2. Supposons qu’il existe un entier a > 1 tel que 'on ait

n—1
a" '=1mod.n et a ¢ #1mod. n pour tout diviseur premier ¢ de n — 1.

1" = 1 mod. n entraine en

Vérifions que n est un nombre premier. La congruence a™~
particulier que a est premier avec n. Il résulte alors de la proposition 2.9 que l'ordre
de a +nZ € (Z/nZ)* est n — 1. Par suite, n — 1 divise ¢(n). On a donc les inégalités
n—1<p(n) <n,dou p(n) =n-—1, et le fait que n soit premier (si n n’était pas premier,
il posséderait un diviseur autre que 1 et lui-méme, et 'on aurait p(n) <n —1).

Ce critere, utilisé avec a = 5, permet de démontrer que 3 x 23139 4+ 1 est premier. Cet

entier possede 961 chiffres dans son écriture décimale (prouver cette assertion).

4) Soit n un entier naturel > 2. Supposons que pour tout diviseur premier ¢ de n — 1,

il existe un entier naturel a (qui dépend de q) tel que 'on ait :

1) a" ! =1 mod. n.

2) a"T % 1 mod. n.
Démontrons que n est premier. Il suffit de démontrer que 'on a p(n) = n — 1. Puisque
p(n) < n —1, il suffit donc de prouver que n — 1 divise ¢(n). Considérons pour cela un
nombre premier ¢ et un entier r > 1 tels que ¢" divise n — 1. Vérifions que ¢" divise ¢(n).
Par hypothese, il existe un entier a tel que les conditions 1 et 2 soient satisfaites. L’entier
a est premier a n. Soit ¢ l'ordre de la classe de a dans le groupe multiplicatif (Z/nZ)*.
D’apres la condition 1, § divise n — 1 et d’apres la condition 2, § ne divise pas (n—1)/q. Il
existe t € Z tel que n — 1 = dt. L’entier ¢ ne divise pas ¢ (sinon § diviserait (n —1)/q). Par
suite, ¢" divise 8. D’apres le théoreme d’Euler, on a a®™ = 1 mod. n, de sorte que § divise
w(n). Il en résulte que ¢" divise p(n), d’ou le fait que n — 1 divise ¢(n), et le résultat.

On peut démontrer que 3 x 22816 11 est premier en utilisant ce critere avec les couples
(q,a) = (2,7) et (3,2), ou bien le critere de I’alinéa 3 avec a = 13.

5) Soient p un nombre premier impair et a, b deux entiers non divisibles par p, tels
que p divise a? + b*>. Démontrons que I'on a p = 1 mod. 4. Dans le corps Z/pZ, on a
a2+ b% = 0. Puisque p ne divise pas b, on a b # 0. Posons x = a/b. On a 1'égalité 22 = —1.
Par suite, 4 est 'ordre de = dans le groupe (Z/pZ)*. D’apres le petit théoréeme de Fermat,
on a zP~! =1, donc 4 divise p — 1.
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6) Démontrons qu’il existe une infinité de nombres premiers tels que
(i) p=1mod. 4; (i) p=3 mod.4; (iii)p=>5 mod. 6.

Dans chacun des trois cas envisagés, on suppose que l’ensemble des nombres premiers
considérés est fini. On note ¢ le plus grand élément de chacun de ces ensembles.

(i) Posons N = (q!)? + 1. Soit p un diviseur premier de N. Il ne divise pas ¢! et en
particulier est distinct de 2. D’apres ’exemple 5 ci-dessus, on a donc p = 1 mod. 4. Par
ailleurs, p ne divisant pas ¢!, on a p > ¢, d’ou une contradiction et le résultat.

(71) On pose N = ¢! — 1. Soit p un diviseur premier de N. Comme ci-dessus, p ne
divise pas ¢!, donc on a p > ¢. D’apres le caractere maximal de ¢, on a donc p = 1 mod. 4.
Par suite, tous les diviseurs premiers de N sont congrus a 1 modulo 4, d’ou N = 1 mod. 4.
Cela conduit a une contradiction car N = —1 mod. 4.

(737) L’argument est le méme que le précédent. On pose N = ¢! — 1. Pour tout diviseur
premier p de N, on a p > g, d’ou p =1 mod. 6 puis N = 1 mod. 6, ce qui n’est pas.

7) Démontrons dans cet exemple qu’il n’existe pas de couples (z,y) dans Z? tels que
(6) y? =2 + 1.

Supposons qu'il existe (z,y) € Z? vérifiant (6). Supposons de plus x pair. Dans ce cas, on
a y?2 = 7 mod. 8 et y est impair. On obtient une contradiction car le carré de tout nombre
impair est congru & 1 modulo 8 (pour tout k € Z, on a (2k+1)? = 4k(k+1)+1 = 1 mod. 8
car k(k + 1) est un entier pair). Ainsi, z est impair. On a y? +1 = (z + 2)((z — 1)* + 3).
L’entier (x — 1)+ 3 est congru & 3 modulo 4. Il posséde donc un diviseur premier p congru
a 3 modulo 4. Ainsi, p divise y? + 1, p ne divise pas y et l’assertion de I’exemple 5 conduit
de nouveau a une contradiction.

Exercice 2. Démontrer que pour tout entier naturel n impair, on a 2™ = 1 mod. n
(on pourra utiliser le théoreme d’Euler et ’exercice 15 du chapitre II).

Exercice 3. Montrer que 13 divise 279 4 379,

3. Le théoréme chinois

Il s’agit du théoreme suivant :

Théoréme 4.3 (Théoréme chinois). Soient m et n deux entiers naturels non nuls
premiers entre eux. L’application

V7 — Z/mZ X L/nZ,
définie pour tout a € 7Z par ’égalité
(7) ¥(a) = (a+mZ,a + nZ).
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est un homomorphisme d’anneaux surjectif, de noyau mnZ. En particulier, les anneaux
Z/mnZ et Z/mZ x Z/nZ sont isomorphes via Iapplication qui a tout élément a + mnZ
de Z/mnZ associe le couple (a + mZ,a+ nZ) de Z/mZ x Z/nZ.

Remarque 4.2. Le contenu essentiel de cet énoncé réside dans le fait que v soit une
application surjective de Z sur Z/mZ x 7Z/nZ. Autrement dit, étant donnés des entiers
relatifs a et b, il existe ¢ € Z tel que 'on ait

(8) c=amod. m et c¢=bmod. n.

Démonstration : Tout d’abord, il résulte des formules (1) et de la définition de la
structure d’anneau produit sur Z/mZ x Z/nZ que v est un homomorphisme d’anneaux.
Vérifions que 'on a

9) Ker(y) = mnZ.

Si a est un élément de Ker(1)), on a (a +mZ,a + nZ) = (mZ,nZ), autrement dit, on a
a =0 mod. m et a = 0 mod. n. Puisque m et n sont premiers entre eux, on en déduit que
mn divise a, i.e. que a € mnZ. Inversement, si a est dans mnZ, alors a est évidemment
divisible par m et n, donc a est dans Ker(v), d’ou I’égalité (9).

Prouvons que v est surjectif. Considérons pour cela un élément (a +mZ,b+ nZ) de
Z/mZ x Z/nZ. Puisque m et n sont premiers entre eux, il existe deux entiers u et v tels
que l'on ait

(10) mu + nv = 1.
Posons alors
(11) ¢ = b(mu) + a(nv).

On vérifie que 'on a les congruences ¢ = a mod. m et ¢ = b mod. n, autrement dit que
I'on a 9(c) = (a—l—mZ, b+nZ), d’ou 'assertion. Compte tenu du théoreme 3.2, cela établit
le théoreme.

Remarque 4.3. La démonstration précédente est effective, au sens ou si a et b sont
deux entiers relatifs donnés, elle permet d’expliciter un entier ¢ vérifiant les congruences
(8). En effet, il suffit pour cela de déterminer deux entiers u et v vérifiant ’égalité (10), ce
que l'on peut faire en utilisant par exemple 1'algorithme d’Euclide. On peut alors prendre
comme entier ¢ celui défini par I’égalité (11). Il est par ailleurs unique modulo mnZ.

Exemple 4.2. Déterminons ’ensemble des entiers k € Z tels que
(12) k=2mod. 37 et k=9 mod. 19.
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En utilisant 1’égalité, 2 x 19 — 37 = 1, on constate que l'entier
kF=2x(19%x2)+9x (-37) = —-257

vérifie les congruences (12). L’ensemble cherché est donc formé des entiers congrus a —257
modulo 703. Le plus petit entier naturel satisfaisant aux congruences (12) est donc 446.

Remarque 4.4. Le théoreme chinois peut se reformuler de facon plus générale sans
supposer au départ les entiers m et n premiers entre eux. Plus précisément :

Théoréme 4.4. Soient m et n des entiers naturels non nuls et v : Z — Z/mZ X Z/nZ
l'application définie pour tout a € Z par 1’égalité

Y(a) = (a+ mZ,a+ nZ).

Alors, 1 est un homomorphisme d’anneaux de noyau I'idéal ppcm(m,n)Z, et son image
est formée des couples (a +mZ,b+ nZ) tels que le pged de m et n divise b — a 23.

Exercice 4. Déterminer le plus petit entier naturel multiple de 7 et congru a 1 modulo
2,3,4,5 et 6.

23 Indiquons une démonstration de ce résultat. Soit a un élément du noyau de 1. 1
est divisible par m et n donc aussi par le ppcm de m et n, autrement dit, a appartient a
'idéal ppecm(m,n)Z. Inversement, si a est multiple du ppcm de m et n, il est multiple de
m et n d’ou ¥(a) = 0.
En ce qui concerne I'image de v, on remarque d’abord que pour tous a et b dans Z, le fait
que le pged de m et n divise ou non b — a ne dépend que de la classe de a modulo m et de
celle de b modulo n. Soit (a +mZ,b+ nZ) un élément de 'image de 1. Il existe u € Z tel
que v = a mod. m et u = b mod. n. Il existe donc des entiers A et u tels que u = a + Am
et u =0+ pn, d’'ou b —a = Am — pun ce qui entraine que le pged de m et n divise b — a.
Inversement, soit (a +mZ,b+ nZ) un élément de Z/mZ x Z/nZ vérifiant cette condition.
Posons d = pged(m,n). Il existe des entiers u et v tels que d = mu + nv (théoréme de

Bézout). Considérons l'entier
c=ul )b +v L P
B d d)

En écrivant que l'on a 1 = (m/d)u + (n/d)v, compte tenu du fait que d divise b — a, on
obtient

c= (b;a)mu—f—azamod.m et c= <aT_b)mJ—|—bEbmod. n.

On a ainsi ¢(c) = (a +mZ,b+ nZ) qui est donc dans I'image de v, d’ou le théoreme.
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Voici une illustration du théoréme chinois.

Lemme 4.1. Soient m et n deux entiers naturels non nuls tels que m divise n. L’appli-
cation f : (Z/nZ)* — (Z/mZ)* définie par f(a + nZ) = a + mZ, est une surjection de
(Z/nZ)* sur (Z/mZ)*.

Démonstration : On remarque d’abord que f est bien définie. On écrit ensuite n sous
la forme n = m/r, o m et m’ ont les mémes facteurs premiers et ol r est premier a m/'.
L’entier m divise m’ et r est premier a m. Soit d + mZ un élément de (Z/mZ)*. D’apres
le théoreme chinois, il existe un entier a tel que

a=dmod.m et a=1mod.r.

Vérifions que a est premier a n. Supposons qu’il existe un nombre premier p qui divise a et
n. Alors, p ne divise pas r, donc p divise m’. Par suite, p divise m et d, ce qui contredit le
fait que d et m soient premiers entre eux. On a ainsi f(a +nZ) = d+ mZ, d’ou lassertion.

Exercice 5. Avec les notations du lemme 4.1, supposons m = 10, n = 60. Trouver
un antécédent par f de 9 + 10Z.

4. Détermination de la fonction indicatrice d’Euler

Pour tout entier n > 2, on déduit de ce qui précede la valeur de ¢(n) en termes des

diviseurs premiers de n.

Théoreme 4.5. Soit n un entier > 2. On a I’égalité
1
(13) o) =nJ] (1),

otl p parcourt ’ensemble des diviseurs premiers de n.

On utilise le fait que la fonction ¢ est multiplicative, autrement dit :
Proposition 4.1. Soient m et n deux entiers naturels non nuls premiers entre eux. On a
p(mn) = ¢(m)e(n).
Démonstration : Les entiers m et n étant premiers entre eux, les anneaux Z/mnZ
et Z/mZ x Z/nZ sont isomorphes. Les groupes des éléments inversibles de ces anneaux

sont donc aussi isomorphes?4, et en particulier ils ont le méme ordre. Le lemme 3.3 et le
corollaire 4.1 entrainent alors le résultat.

24 Soient A et B deux anneaux et f : A — B un isomorphisme de A sur B. Soit
A* (resp. B*) le groupe des éléments inversibles de A (resp. de B). Alors, f induit un
isomorphisme de groupes de A* sur B*. En effet, pour tout x € A*, on a les égalités
f@)f(z™h) = fla=)f(z) = f(la) = 1p, de sorte que f(z) appartient a B* (et son
inverse est f(x7!)). Ainsi, f induit un homomorphisme de groupes de A* dans B*. De
méme, l'application réciproque g de f induit un homomorphisme de groupes de B* dans
A*. I’application go f est 'identité de A* et fog est I'identité de B*, d’ou notre assertion.
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Démonstration du théoreme 4.5 : Notons pi,- - -, p, les diviseurs premiers de n. Soit

T
_ g
n=]]»",
=1

la décomposition en facteurs premiers de n. On déduit de la proposition 4.1 que 'on a

pn) =[Je@").
i=1
Par ailleurs, d’apres le lemme 2.4, on a
. , 1
p(pi) =pi"(1- —),
( ) ( bi
d’ou I’égalité (13).

Indiquons en corollaires deux propriétés de la fonction ¢ :
Corollaire 4.4. Pour tout n > 3, 'entier ¢(n) est pair.
Démonstration : D’apres I’égalité (13), on a
p(n) = ]p™ "0 -1,
pln

ou p parcourt I’ensemble des diviseurs premiers de n. Si n possede un diviseur premier
impair p, alors p — 1 est pair, et il en est donc de méme de ¢(n). Si n est une puissance de
2, disons n = 2" avec r > 2, alors p(n) = 2"~1, d’ou I’assertion.

Corollaire 4.5. Soient m et n deux entiers naturels non nuls tels que m divise n. Alors,
p(m) divise p(n).

Démonstration : Soient P,, (resp. P,) l’ensemble des diviseurs premiers de m (resp.
de n). D’apres le théoreme 4.5, on a les égalités

- G T (0)

Par ailleurs, pour tout nombre premier p € P, — P,,, p divise n sans diviser m, donc p
divise n/m. Il en résulte que le deuxieme membre de 1’égalité (14) est un entier, d’ou le
résultat.

Remarquons que I'implication réciproque du corollaire 4.5 est fausse, comme le montre
les égalités p(3) = p(4) = 2. Par ailleurs, I’énoncé précédent peut aussi se déduire théoreme
2.7 et du lemme 4.1.
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5. Application a la cryptographie - Algorithme RSA

La cryptographie est 1’étude de la science des communications par des messages codés
qui ne pourront étre lus que par leur destinataire. Un cryptosysteme est un tel mode
de communication. C’est un procédé de chiffrement et de déchiffrement permettant de
transmettre ou de recevoir des informations secretes. Une clé d’un cryptosysteme est un
code permettant de chiffrer un message lors de sa transmission, ou de le déchiffrer a la
réception.

1. Principe de la cryptographie a clé publique

Elle est apparue en 1976 avec les travaux de W. Diffie et M. Hellman. Un cryptosysteme
a clé publique, appelé aussi asymétrique, repose sur 'existence d’une clé publique pour le
chiffrement, et d’une clé secrete pour le déchiffrement. Ces deux clés sont distinctes. Un
utilisateur B qui souhaite envoyer un message a un utilisateur A, chiffre son message au
moyen de la clé publique de A, et ce dernier au moyen de sa clé secrete, qu’il est seul
a connaitre, est alors en mesure de déchiffrer le message envoyé. Deux utilisateurs d’'un
cryptosysteme a clé publique peuvent donc s’échanger des messages chiffrés, via un canal
non sécurisé, et sans posséder de secret en commun. Son efficacité est basée sur le fait
qu’il est impossible en un temps raisonnable de déterminer la clé secrete a partir de la clé
publique.

Le principe général peut se schématiser comme suit. Soit M un ensemble de chiffre-
ments. Par exemple, on peut choisir pour M un ensemble Z/nZ ou un corps fini (voir le
chapitre VI). Soit A une personne souhaitant pouvoir se faire envoyer des messages chiffrés
de M de facon confidentielle. Elle choisit une bijection f4 : M — M qui sera publique,
telle que l'application réciproque f;l ne soit connue que d’elle méme. L’idée essentielle
étant qu’il impossible pratiquement de déterminer f;l connaissant f4, le temps nécessaire
a cette détermination étant beaucoup trop long. Supposons alors qu’une personne B envoie
a A un message x € M. Pour cela, B envoie en clair I'élément y = f4(z). Afin de déchiffrer
ce message, A calcule f;l (y), et retrouve ainsi le message x. La seule fagon, a priori, qu'un
intrus puisse identifier x est de connaitre f;l. On dit souvent que f4 est une fonction «a
sens unique, vu la difficulté pratique d’expliciter sa fonction réciproque.

Voyons dans ce qui suit un exemple de cryptosysteme a clé publique, dont 'efficacité
est basée sur la difficulté de factoriser des «grands» entiers.

2. Cryptosysteme RSA

Il a été découvert par Rivest, Shamir et Adleman en 1977. Son efficacité repose sur le
fait que connaissant un entier n, qui est le produit de deux «grands» nombre premiers p et
q distincts, il est généralement tres difficile, voire impossible pratiquement, de déterminer p
et ¢ i.e. la factorisation de n. Ce systeme utilise le résultat suivant, qui est une conséquence
du petit théoreme de Fermat. Rappelons que ¢ désigne la fonction indicatrice d’Euler.
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Proposition 4.2. Soient p et ¢ deux nombres premiers distincts. Posons n = pq. Soit t
un entier naturel congru a 1 modulo ¢(n). Alors, quel que soit a € Z, on a

al = a mod. n.

Démonstration : Il existe un entier k tel que 'on ait t = 1 + ky(n). Soit @ un entier
relatif. Compte tenu de ’égalité p(n) = (p — 1)(¢ — 1), on obtient

ot = a<a<p—1>(q—1>>k _ a<ap—1>(q_1)k.

Si p ne divise pas a, on a a?~! =1 mod. p, d’ott 'on déduit que a’ = a mod. p. Si p divise
a, cette congruence est aussi vérifiée. De méme, on a a’ = a mod. ¢q. Puisque p et ¢ sont

distincts, il en résulte que n divise a® — a.

2.1. Principe

Chaque utilisateur procede de la fagon suivante :

1) il choisit deux grands nombres premiers p et ¢, ayant chacun disons environ cent
cinquante chiffres décimaux, et calcule n = pq.

2) 11 choisit un entier e premier avec ¢(n) tel que 1 < e < ¢(n). La classe de e modulo
©(n) est donc inversible dans Z/p(n)Z.

3) Il détermine 'entier d tel que 1 < d < ¢(n) et ed = 1 mod. ¢(n). La classe de d
modulo ¢(n) est donc I'inverse de la classe de e dans (Z/ gp(n)Z)*‘ Ce calcul peut étre
effectué en utilisant l'algorithme d’Euclide.

4) 1l publie ensuite le couple (e,n), qui est sa clé publique, et il conserve secret le couple
(d, cp(n)), qui est sa clé secrete.

Soit A un utilisateur dont la clé publique est (e,n) et la clé secrete est (d, ¢(n)). On
dit que 'algorithme de chiffrement de A est l'application f4 : Z/nZ — 7Z/nZ définie pour
tout « € Z/nZ par

fa(z) = z°.

C’est une bijection de Z/nZ et on a (prop. 4.2)
fal(@) =2,

On dit que f;l est 'algorithme de déchiffrement de A. Si une personne B souhaite envoyer
un message secret a A sous la forme d’un élément xy € Z/nZ, il utilise la clé publique de
A en lui envoyant I’élément f4(xp). Afin d’obtenir x, il suffit alors pour A d’utiliser sa clé
secréte en calculant f'(z§).
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Exemple 4.3. Prenons (e,n) = (239,406121) comme clé publique. On a n = pq avec
p = 101 et ¢ = 4021. 11 est facile de vérifier que p et ¢ sont premiers (si ¢ ne 1’était pas,
il devrait posséder un diviseur premier plus petit que 61, ce qui n’est pas). On obtient
w(n) = 402000. Afin de déterminer la clé secrete, il s’agit de calculer I'inverse de 239
modulo 402000. On utilise pour cela I'algorithme d’Euclide. Avec la présentation adoptée
de cet algorithme, on obtient le tableau suivant :

1682 119 2

402000 | 239 2 1 0
1 0 1 —119
0 1 | —1682|200159

La clé secrete est done (d, p(n)) = (200159, 402000).

Exemple 4.4. Appelons comme il est d’usage Alice 'utilisateur A et Bob l'utilisateur
B. Supposons qu’Alice choisisse comme nombres premiers

p=263 et q=349.
On an = 91787 et p(n) = 91176. Elle choisit par ailleurs,
e = 641.

On vérifie que 'on a
d = 21905.

La clé publique d’Alice est donc (641,91787) et sa clé secrete est (21905,91176).

Supposons que Bob souhaite envoyer a Alice un mot secret de trois lettres, notons-le
A1A5A3. Pour cela, Alice et Bob numérotent implicitement les lettres de I'alphabet de 0
a 25 (A est numéroté 0, - - -, Z est numéroté 25). Chaque lettre A; correspond a un unique
entier a; tel que 0 < a; < 25. Bob considere alors I’élément 262a; +26as + a3 +nZ € Z/nZ,
et suivant I'algorithme de chiffrement d’Alice, il calcule

o= (262a1 + 26a2 + as + nZ)e.
Puisque I'on a n < 26* = 456976, il existe des entiers by, - - -, by tels que 1'on ait
a = 263b, + 26%by + 26b3 + by +nZ avec 0 < by, --,by < 25.

Chaque b; correspond a une lettre B; de l'alphabet. Bob envoie alors a Alice le mot
B1BsB3By4. Alice commence par identifier «, puis calcule

a? autrement dit 26%a; + 26as + a3 + nZ.
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On a les inégalités
26%a1 + 26as + az < 26° < n,
Alice peut ainsi retrouver le triplet (a1, as,as), puis le mot AjAsAz3.

Supposons par exemple que Bob souhaite envoyer le mot OUI a Alice. Le triplet
d’entiers qui correspond a ce mot est (14,20,8), I’élément de Z/nZ correspondant étant
9992 + nZ. 1l calcule ensuite

£4(9992 + nZ) = (9992 + nZ)® = 13794 + nZ.

On a 13794 = 262.20 + 26.10 + 14. Avec les notations précédentes, on a donc b; = 0,
by = 20, b3 = 10 et by = 14. Bob envoie ainsi a Alice le mot AUKO. Pour déchiffrer ce
message, Alice le décode d’abord en 'entier 13794, puis en utilisant sa clé secréte, effectue
le calcul

f;l (13794 + nZ) = (13794 + nZ)d = 9992 4 nZ.

Elle constate que 9992 = 262.14 + 26.20 + 8, ce qui lui permet de retrouver le mot OUI.

2.2. Cryptanalyse

Reprenons les notations précédentes. Une personne souhaitant retrouver xy a partir
de fa(xp) est confrontée, a priori, au probleme de la détermination de ¢(n), ou ce qui
revient au méme, a celui de la factorisation de n. En effet :

Lemme 4.2. Connaitre de n et p(n) équivaut a connaitre p et q.

Démonstration : Supposons ¢(n) (et n) connus. Il s’agit d’expliciter p et ¢. On a
n=pq et p+qg=n—epn)+1

Par suite, p et ¢ sont les racines du polynome X2 — (n —p(n)+ l)X +n € Z[X]. On obtient
ainsi p et ¢. Inversement, si p et ¢ sont connus, p(n) lest aussi car ¢(n) = (p —1)(¢ — 1).

On ne sait pas a priori déterminer zo sans identifier p et q. Cela étant, on ne dispose
pas de preuve que la difficulté de déterminer xq soit équivalente a celle de la factorisation
de n. Factoriser n est peut-étre plus difficile que de trouver xg.

Pour un utilisateur du systeme RSA, il s’agit donc de choisir p et ¢ de sorte que,
connaissant leur produit n, il n’y ait pas de circonstances numériques favorables a leur
détermination. Voyons quelques remarques a ce sujet.

1) Tout d’abord p et g doivent étre choisis assez grands, par exemple chacun avec
environ cent cinquante chiffres décimaux. De plus, ils ne doivent pas étre trop proches I'un
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de I'autre, il convient que I'un possede quelques chiffres décimaux de plus que 'autre. En
effet, si n = pq, avec p > ¢, posons

P+q
2 2

On a 'égalité
n=t>— 32,

en particulier t> —n est un carré. Si p et ¢ sont proches, alors s et t —y/n sont petits. Dans
ce cas, en effectuant des tests successifs, on peut trouver un entier a > /n, voisin de \/n,

2

tel que a® —n soit un carré. Cela permet alors d’exprimer n comme une différence de deux

carrés, et d’obtenir la factorisation de n.

2) Les entiers p — 1 et ¢ — 1 ne doivent pas étre facilement factorisables, par exemple
il convient d’éviter que tous leurs diviseurs premiers soient petits. En effet, choisissons
une constante C' > 0 et notons S ’ensemble des nombres premiers plus petits que C'. Soit
T Tensemble des entiers plus petits que n, dont tous les diviseurs premiers sont dans S.
Supposons que p — 1 soit dans T". Pour tout a € N non divisible par p, on a

pgcd(ap_1 — l,n) = 0 mod. p.

En calculant l'entier pged(a! — 1,n), pour t € T et quelques entiers a € N (par exemple
a = 2), on peut ainsi espérer trouver la factorisation de n.

3) Il convient aussi de choisir p et ¢ de sorte que le pged de p — 1 et ¢ — 1 soit petit.
On ne justifiera pas ce point qui nous entrainerait trop loin.

4) On peut trouver la factorisation de n si le message envoyé xy = xg + nZ est tel que
xo ne soit pas premier a n. En effet, connaissant n et z§, on peut déterminer le pged de n
et Eg. Si ces entiers ne sont pas premiers entre eux, on connait alors un diviseur premier de
n, et donc la factorisation de n. Ceci constitue une contrainte sur les messages a envoyer.
Cela étant, la probabilité pour qu’un élément a + nZ de Z/nZ choisi au hasard soit tel que
pged(a,n) # 1 est
n—pmn) 1 1 1

n P q pg

qui est donc tres petite si p et ¢ sont grands. Il est donc peu probable de se trouver dans
cette situation.
2.3. Signature

L’algorithme RSA fournit un moyen de signer, ou d’authentifier, ses messages. Soit A
un utilisateur ayant pour clé publique (e,n) et pour clé secréte (d, <p(n)) Supposons que
A souhaite envoyer a B un message z € Z/nZ, sans se préoccuper de sa confidentialité,
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mais de sorte que B soit certain que c’est bien A qui lui a transmis x. Pour cela, A envoie
a B le couple
(z,2%) € Z/nZ x Z/nZ.

Avec la clé publique (e,n), B calcule alors
(z%)¢ = 2% = 1.

Puisque A est seul a connaitre d, B peut étre a priori certain que c’est bien A 'expéditeur
du message.
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Chapitre V — Arithmétique sur K[Xx] et ses quotients

Dans tout ce chapitre la lettre K désigne un corps commutatif. Rappelons que 'on a
défini dans le chapitre III Panneau K[X]| des polynéomes & une indéterminée a coefficients
dans K. Les propriétés arithmétiques de 'anneau K[X| sont essentiellement les mémes que
celles de ’anneau Z, ce qui s’explique par le fait que ce sont des anneaux integres, dont tous
les idéaux sont principaux. On dit que de tels anneaux sont principaux. On démontrera
que K[X] est un anneau principal. Nous n’étudierons pas dans ce cours la théorie générale
des anneaux principaux.

1. Degré - Division euclidienne

Définissons ce que 'on appelle le degré d’un élément de K[X]. On considére pour cela
I’ensemble N U { — oo} obtenu en adjoignant a N un élément noté —oo, que 'on munit
de la structure d’ensemble ordonné qui induit l'ordre usuel sur N et telle que —oo < n
pour tout entier naturel n. Tout ensemble non vide de N U { — oo} possede ainsi un plus
petit élément. On prolonge par ailleurs la loi additive de N a cet ensemble en posant
(—o0)+n=n+(—00) =—00 et (—00)+ (—00) = —o0. On définit alors I’application degré

deg : K[X] = NU{ — oo},

de la facon suivante :

Définition 5.1. Soit F' = (a;);>0 un polynéme a coefficients dans K.

1) Si F =0 i.e. si tous les a; sont nuls, on pose deg(F') = —o0.

2) Si F n’est pas nul, deg(F') est le plus grand entier n > 0 tel que a,, # 0.
On dit que deg(F') est le degré de F.

Si F € K[X] est non nul, le coefficient de X4°8(¥) est appelé le coefficient dominant
de F'. C’est le coefficient du terme de plus haut degré de F'. S’il vaut 1, le polynéme F est
dit unitaire.

Lemme 5.1. Soient P et () deux éléments de K[X].
1) On a deg(P + Q) < Max (deg(P), deg(Q)> avec égalité si deg(P) # deg(Q).
2) On a deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).
Démonstration : On vérifie que ces assertions sont vraies si 'un des polynomes P et
@ est nul. Supposons P et ) non nuls. Posons

P=ay+---+a.X" et Q=by+---+bX° aveca,bs #0.
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On a évidemment deg(P + Q) < Max(r, s) avec égalité si r # s. Par ailleurs, on a une
égalité de la forme PQ = a,bsX""* + R ol R € K[X] est de degré < r + s. Puisque K est
un anneau intégre (c’est un corps), on a a,bs # 0 de sorte que le degré de PQ est r + s.

Corollaire 5.1. L’anneau K[X| est intégre et le groupe de ses éléments inversibles est
K* i.e. est I'ensemble des éléments non nuls de K?°.

Démonstration : L’anneau K[X] n’est pas nul et est commutatif. D’apres I’assertion 2
du lemme 5.1, quels que soient P et @ dans K[X], si PQ = 0 alors deg(P) ou bien deg(Q)
vaut —oo, autrement dit, on a P = 0 ou bien @ = 0, donc K [X] est integre. Par ailleurs, si
PQ =1, on a deg(P)+deg(Q) = 0, ce qui entraine deg(P) = deg(Q) = 0, d’ou le résultat.

Le théoreme de division euclidienne est le suivant :
Theoréme 5.1 (Division euclidienne). Soient A et B deux polynémes de K[X] tels
que B # 0. Alors, il existe un unique couple (Q, R) de polynémes de K[X] tel que
A=BQ+ R avec degR < degB.

On dit que Q est le quotient et que R est le reste de la division euclidienne de A par B.
Démonstration : On prouve le lemme suivant :

Lemme 5.2. Soient U et V des polynémes de K[X] tels que V' # 0 et que 'on ait
deg(U) > deg(V). Alors, il existe Q € K[X] tel que I'on ait

deg(U —VQ) < deg(U).

Démonstration : Puisque V' est non nul, il en est de méme de U. Soit aj le coefficient
dominant de U et b, celui de V (de sorte que deg(U) = k et deg(V) = ¢). On a par
hypothese k > q. Posons

Q =k xha
by
On constate que l'on a deg(U — V Q) < deg(U), d’ou le lemme.

Le théoreme 5.1 se déduit comme suit. Démontrons l'assertion d’existence. On con-
sidere 1’ensemble

S:{A—BQlQEK[X]}.

Le sous-ensemble de NU { — oo} formé des degrés des éléments de S possede un plus petit
élément r. Considérons un polynome @ € K|[X] tel que

deg(A — BQ) =r.

25 (Ce résultat est faux si K est remplacé par un anneau non integre. Par exemple, le
polynéme F = 2X + 1 € (Z/AZ)[X] vérifie 'égalité F? =1 (on note ici 2 la classe de 2 et
1 la classe de 1 modulo 4Z). On a aussi dans cet anneau (2X)? = 0.
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Il s’agit de montrer que l'on a r < deg(B). Supposons le contraire i.e. que r > deg(B). On
a B # 0. Compte tenu du lemme 5.2, il existe Q' € K[X] tel que le polynéme

A-BQ-QB=A-B(Q+Q)

soit de degré strictement plus petit que r. Puisque ce polynome est dans S, le caractere
minimal de r conduit alors a une contradiction.

Prouvons ’assertion d’unicité. Soient @) et ()1 éléments de K[X] tels que l'on ait
deg(A — BQ) < deg(B) et deg(A— BQ1) < deg(B).
On déduit de 'assertion 1 du lemme 5.1 que 1'on a

deg((A — BQ) — (A~ BQ1)) = deg(B(Q1 — Q)) < deg(B).

D’apres 'assertion 2 de ce lemme, on a ainsi deg(Q; — Q) < 0, ce qui entraine Q1 = Q et
le résultat?®.

Exercice 1. Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de X3+ X241
par X? + X + 1 dans (Z/2Z)[X].

Définition 5.2. Soient A et B deux polynémes de K[X|. On dit que B divise A, ou que
A est multiple de B, s’il existe Q € K[X] tel que A = BQ. Si B # 0 cela signifie que le
reste de la division euclidienne de A par B est nul.

Lemme 5.3. Soient A et B deux polynémes non nuls de K[X] tels que A divise B et que
B divise A. Il existe A € K non nul tel que A = AB. On dit alors que A et B sont associés.

Démonstration : Il existe @ et @1 dans K[X] tels que A = BQ et B = AQq, d’ou
A(1 —QQ1) = 0. Par suite, on a Q@ = 1, autrement dit @) est inversible, d’ou I’assertion
(cor. 5.1).

2. Idéaux de K[X] - pged - ppcm

1. Idéaux de K[X]

Rappelons que si P est un polynéme de K[X], 'ensemble (P) = {PR | R e K[X ]}
des multiples de P est un idéal de K[X]. C’est I'idéal de K[X] engendré par P.

26 Cette démonstration montre que le théoreme de division euclidienne est aussi valable
si 'on remplace K par un anneau commutatif quelconque a condition de supposer que le

coefficient dominant de B soit un élément inversible.
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Théoréme 5.2. Soit I un idéal non nul de K[X]. Il existe un unique polynéme unitaire
P € K[X] tel que I'on ait I = (P).

Démonstration : Il existe P non nul dans I de degré minimum (parmi les éléments
non nuls de 7). Quitte & multiplier P par un élément convenable de K, on peut supposer
que P est unitaire. Vérifions que 'on a I = (P). D’abord tout multiple de P appartient
a I. Inversement, soit A un élément de I. D’apres le théoreme de division euclidienne, il
existe @ et R dans K[X] tels que 'on ait A = PQ + R avec deg(R) < deg(P). Puisque A
est dans I, le polynome R = A — P() est aussi dans I. Le caractere minimal de P entraine
alors R = 0, d'ou A = PQ € (P). Cela établit I'assertion d’existence. Considérons alors
des polynomes unitaires F' et G de K[X] tels que I = (F') = (G). En exprimant le fait que
F est dans (G) et que G est dans (F'), on constate que F' et G sont associés (lemme 5.3).
Puisqu’ils sont unitaires, on a donc F' = G.

2. pgcd de deux polynomes

Considérons deux polynomes A et B de K[X] non tous les deux nuls, ainsi que
I’ensemble
I:{muiwaneKmQ

On vérifie que I est un idéal non nul de K[X]. D’apres le théoreme 5.2, il existe donc un
unique polynéme unitaire D € K[X] tel que 'on ait

(1) I = (D).
Définition 5.3. On dit que D est le plus grand commun diviseur de A et B, ou en abrégé,
le pged de A et B.

Avec cette définition, on a de fait la propriété de Bézout dans K[X], a savoir qu’il
existe U et V dans K[X] tels que l'on ait

(2) D = AU + BYV.

Cela étant, il convient de vérifier la propriété attendue du pged de deux polynomes :
Théoréme 5.3. Soit F' un polynéme unitaire de K[X]. Alors, F est le pged de A et B si
et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
1) le polynéme F' divise A et B.
2) Tout diviseur de A et B dans K[X] divise F.
Démonstration : En exprimant le fait que A et B appartiennent a I, on constate que

D divise A et B. Par ailleurs, d’apres (2), si un polynéme de K|[X] divise A et B, alors il
divise D. Par suite, D vérifie les conditions 1 et 2. Inversement, soit F' € K|[X] réalisant ces
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conditions. L’égalité (2) et la condition 1 entrainent que F' divise D. D’apres la condition
2, D divise F'. Puisque D et F' sont unitaires, on a donc F' = D.

Définition 5.4. On dit que A et B sont premiers entre eux, ou que A est premier avec
B,sil'onaD =1.
On a ainsi ’énoncé suivant (égalité (2) et th. 5.3) :

Corollaire 5.2. Les polynémes A et B sont premiers entre eux si et seulement si il existe
U et V dans K[X] tels que AU + BV = 1.

Théoréme 5.4 (Gauss). Soient F';, G et H des polynémes de K[X] tels que F divise
GH et que F soit premier avec G. Alors, F' divise H.

Démonstration : Il existe U,V € K[X] tels que UF + VG =1 (cor. 5.2), d’ou I'égalité
(UH)F +V(GH) = H, donc F divise H.

Remarque 5.1. Compte tenu du théoreme de division euclidienne, afin de déterminer
le pged de deux polynomes, et d’obtenir explicitement une relation de Bézout, on peut
utiliser, comme dans le cas de I'anneau Z, 1’algorithme d’Euclide.

Exercice 2. Déterminer une relation de Bézout entre les polynomes (X — 1)3 et
(X + 1) dans Q[X].

Exercice 3. Soient m et n deux entiers naturels non nuls. Montrer que le pged des
polynomes X™ — 1 et X" — 1 est X9 — 1 ot d = pged(m, n).

3. ppcm de deux polyndmes

Considérons deux polynémes non nuls A et B de K[X]. L’ensemble (A) N (B) est un
idéal non nul de K[X]. Il existe un unique polynéme unitaire M € K[X] tel que 'on ait

(3) (A) N (B) = (M).

Définition 5.5. On dit que M est le plus petit commun multiple de A et B, ou en abrégé,
le ppcm de A et B.

Théoréme 5.5. Soit F' un polynéme unitaire de K[X]. Alors, F est le ppcm de A et B
si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

1) le polynéme F est un multiple de A et B.
2) Tout multiple de A et B dans K[X] est un multiple de F'.

Démonstration : Supposons F' = M. Puisque M appartient a (A) et (B), le polynome
M est un multiple de A et B. Par ailleurs, si un polynéme de K[X] est multiple de A et

81



B, il est dans (M), c’est donc un multiple de M. Inversement, soit F' € K[X] réalisant les
conditions 1 et 2. On déduit de la condition 1 que F' est dans (M). D’apres la condition 2,
M est dans (F'). Par suite, on a (M) = (F), puis F' = M vu que F et M sont unitaires.

Proposition 5.1. Soit D le pged de A et B. On a (AB) = (DM).

Démonstration : Il s’agit de démontrer I'égalité d’idéaux

AB\ (M
(4 ()

Le polynéme M /D est le ppcm de A/D et B/D (cf. th. 5.5). Par ailleurs, les polynémes
A/D et B/D sont premiers entre eux. On se ramene ainsi a prouver l’assertion dans le cas
ou D = 1. Supposons donc A et B premiers entre eux et vérifions que l'on a (AB) = (M).
Le polynéome AB est un multiple de A et B. Par ailleurs, soit C' un multiple de A et B.
Compte tenu du théoreme 5.5, tout revient a vérifier que C' est un multiple de AB. 1l
existe R et S dans K[X] tels que C = RA et C = SB. On a RA = SB, donc A divise
SB. Puisque A est par hypothése premier avec B, on déduit du théoreme de Gauss que A
divise S, ce qui entraine le résultat.

3. Polynomes irréductibles

Définition 5.6. Un polynéme de K|[X| est dit irréductible (dans K[X]) si son degré est
supérieur ou égal a 1 et si I'ensemble de ses diviseurs est formé des éléments non nuls de

K et des polynémes qui lui sont associés®” .

Autrement dit, un polynéme P € K|[X] de degré > 1 est irréductible s’il ne possede
pas de diviseur Q € K[X] tel que 1 < deg(Q) < deg(P)—1. Tel est le cas des polynémes de
degré 1. Rappelons que ce sont les seuls si K est le corps C des nombres complexes. Deux
polynémes irréductibles de K[X] sont premiers entre eux ou sont associés. Un polynome
qui n’est pas irréductible est dit réductible.

Exercice 4. Montrer que le seul polynome irréductible de degré 2 dans (Z/2Z)[X]
est X2+ X + 1.

Exercice 5. Soit p un nombre premier. Quel est le nombre de polyndémes unitaires
de degré 2 dans ’anneau (Z/ pZ) [X] ? Montrer que le nombre de polynoémes irréductibles

o . —1
unitaires de degré 2 dans cet anneau est %.

Exercice 6. Montrer que le polynéme X2 — 2 est irréductible dans Q[X].

27 Cette définition est un cas particulier de la notion générale d’élément irréductible
dans un anneau commutatif. Si A est un tel anneau, un élément a € A est dit irréductible
s’il n’est pas inversible et si ses seuls diviseurs sont les éléments inversibles et les ua ou u
est inversible. Les nombres premiers et leurs opposés sont les éléments irréductibles de Z.

A titre indicatif, 2X n’est pas irréductible dans Z[X].
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Soit P I’ensemble des polynomes irréductibles unitaires de K[X]. Comme dans le cas
de I’anneau Z, on a le résultat suivant, qui est le théoreme fondamental de I'arithmétique
de K[X] :

Théoréme 5.6. Soit P un polynéme non nul de K[X]. Alors, P s’écrit de maniére unique
sous la forme

(4) P=x][]F,

FeP
ou X € K, et ol les ng sont des entiers naturels nuls sauf un nombre fini d’entre eux.

Démonstration : Cet énoncé est vrai si le degré de P est nul, auquel cas on prend
A = P et tous les ng nuls. Considérons alors un entier n > 1. Supposons que le résultat
soit vrai pour tous les polynomes de degré < n — 1 et que l'on ait deg(P) = n. Soit E
I’ensemble de tous les diviseurs de P de degré > 1. Cet ensemble n’est pas vide car P est
dans E. Il existe donc un élément ) € E de degré minimum. Ce polynome est irréductible.
Il existe R € K[X] tel que P = QR. On a deg(R) < n — 1. D’apres I'hypothese de
récurrence, R possede une décomposition de la forme (4), et il en est donc de méme de
P. Cela établit ’assertion d’existence. Vérifions ’assertion d’unicité. Prouvons pour cela
le résultat suivant :

Lemme 5.3. Soit A un polynoéme irréductible divisant un produit de polynémes A - - - A,
dans K[X]. Alors, A divise I'un des A,;.

Démonstration : Supposons le contraire. Puisque A est irréductible, cela signifie que
pour tout ¢ = 1,---,r, les polynémes A et A; sont premiers entre eux. Il existe donc des
polynomes U; et V; dans K[X] tels que 'on ait

UA+V;A; =1 pouri=1,---,7.

Par ailleurs, il existe R € K[X] tel que l'on ait

r

1::II(UL4-F‘€A4>:?Rfl+'f1‘QAh

i=1 i=1
ce qui entraine que A divise 1, et conduit & une contradiction.
Le théoreme se déduit comme suit. Supposons que 1’on ait deux décompositions de la
forme (4) :
(5) P=X][Fr=n]]F.
FeP FeP

Soit F' un élément de P tel que np = 0. Il résulte du lemme 5.3 que 'on a mp = 0. Par
suite, pour tout F' € P, ng est nul si et seulement si tel est le cas de mp. Considérons
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alors F' € P tel que np > 0. On a donc mp > 0. En divisant les membres (5) par F, on
obtient des égalités analogues avec un polynome de degré < n — 1. D’apres ’hypothese
de récurrence, on a donc A = u, ng = mg pour tout G # F, et np —1 = mp — 1 ie.
ngp = mpg. D’ou le théoréme.
Comme conséquence des théoremes 5.3, 5.5 et 5.6, on obtient I’énoncé suivant :
Corollaire 5.3. Soient P et ) deux polynémes non nuls de K[X]. Soient
P=X][F" et Q=p]]Fm,
FEP FEP

les décompositions de P et () en produit d’éléments de P. Soient D et M respectivement
le pged et le ppcm de P et (). On a alors

D= H FMin(nF,mF) et M = H FMax(np,mF)‘
FeP FeP

Pour tout F' € P, I’égalité
Min(ng, mp) + Max(ng, mp) = npg + mpg,

entraine alors 1’égalité d’idéaux
(DM) = (PQ),
déja démontrée dans la proposition 5.1.

Exercice 7. Déterminer la décomposition en produit de facteurs irréductibles du
polynéme X* + 1 dans R[X], (Z/2Z)[X], (Z/3Z)[X] et (Z/5Z)[X]. En utilisant la théorie
des corps finis, qui fera I'objet du chapitre suivant, on peut en fait démontrer que le
polynome X* + 1 est réductible dans (Z/ pZ) [X] pour tout nombre premier p, tout en
étant irréductible dans ’anneau Z[X].

4. Racines d’un polynome

Définition 5.7. Soit P = ag + -+ + a, X™ un polynéme de K[X]. On appelle fonction
polynome associée a P 'application P : K — K définie par

n
P(z) = Zaiwi quel que soit x € K.
=0

28 On obtient ainsi une application ® : K[X] — F(K,K), de K[X] & valeurs dans

I’ensemble des applications de K dans K, définie par ®(P) = P. C’est un homomorphisme
d’anneaux. Si K est un corps fini, cette application n’est pas injective : par exemple si
K =7/pZ ou p est premier, on a 2P — z = 0 pour tout x € K, pour autant le polynéme
XP — X n’est pas nul. Si K est infini, application ® est injective comme on le constatera

plus loin.
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Pour tout a € K fixé, Papplication K[X] — K qui & P € K[X] associe P(a) est un
homomorphisme d’anneaux. Etant donnés P € K[X] et a € K, on notera par abus P(a)
I’élément P(a).

Définition 5.8. Soient P un élément de K[X] et a un élément de K. On dit que a est
une racine de P si 'on a P(a) = 0.

Lemme 5.4. Soient P un élément de K[X] et a un élément de K. On a P(a) = 0 si et
seulement si X — a divise P?°.

Démonstration : Supposons P(a) = 0. D’apres le théoréeme de division euclidienne, il
existe @ et R dans K[X] tels que P = (X —a)Q+ R avec deg(R) < 1. On a P(a) = 0, d’ou
R(a) = 0. Puisque R est un élément de K, on a donc R = 0. La réciproque est immédiate.

Remarques 5.2.

1) Un polynoéme de K|[X] de degré > 2 qui possede une racine dans K est réductible
(lemme 5.4). Par ailleurs, les polynémes de K[X] de degré 1 sont irréductibles et cependant
ils ont une racine dans K.

2) Soit P un polynéme de K[X] de degré 2 ou 3. Alors, P est irréductible si et
seulement si P n’a pas de racines dans K. C’est une conséquence de la premieére remarque
et du fait que si P = AB ou A, B € K[X] sont non inversibles, alors le degré de P étant 2
ou 3, on a deg(A) = 1 ou bien deg(B) = 1, de sorte que P a une racine dans K.

3) Il est faux en général que la condition « P n’a pas de racines dans K » entraine que
P soit irréductible, comme le montre le polynéome (X2 +1)? € R[X] : il est réductible dans
R[X] et sans racines dans R.

Exercice 8. Démontrer que les polynomes irréductibles de R[X] sont les polynomes
de degré 1 et les polynomes de degré 2 ayant un discriminant négatif (on utilisera le fait
que tout polynome a coefficients dans R possede une racine dans C).

Sia € K est une racine de P € K[X], il importe souvent de connaitre la plus grande
puissance de X — a qui divise P. Cela conduit a la notion d’ordre de multiplicité.

29 On peut évidemment définir, comme ci-dessus, la notion de racine d’un polynome a
coefficients dans un anneau commutatif K quelconque. Vérifions que cet énoncé est encore
valable dans ce cas. Soient P un élément de K[X]| et a € K tels que P(a) = 0, et Y une
autre indéterminée. En substituant a X le polynome a +Y € K[Y], on obtient dans cet
anneau le polynome

Pla+Y)=ay+a1Y +---+a,Y"

avec des a; € K. On a donc P(a) = ag, d’ou l'on déduit que P(a+Y) = P(a) + YQ(Y)
ou @ € K[Y]. En substituant Y par X — a, on a ainsi les égalités

P(X) = Pla) + (X — a)H(X) = (X — a)H(X),

ou H € K[X], par suite X — a divise P.
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Définition 5.9 (Ordre de multiplicité d’une racine). Soient P un polynéme non nul
de K[X] et a € K une racine de P. On appelle ordre de multiplicité de a (dans P) le plus
grand entier naturel r tel que P soit divisible par (X — a)". Si r = 1, on dit que a est
racine simple de P, et si v > 2, on dit que a est une racine multiple de P.

Afin de calculer r, il convient de définir la notion de polynéme dérivé :
Définition 5.10 (Polynéme dérivé). Soit P = ag+ a1 X + -+ a, X" un polynéme de
K[X]. On appelle polynéme dérivé de P, et on le note P’, le polynéme

n

P = Z ja; XL

=1

En particulier, si deg(P) = 0, on a P’ = 0. On vérifie que toutes les regles de dérivation
usuelles sur les fonctions d’une variable réelle restent valables dans ce contexte. En effet,
pour tous P et Q dans K[X], A € K et n > 1, on a les relations

(P+Q) =P +Q, (\P) =P, (PQ)=PQ+PQ, (P") =nP""'P"

Proposition 5.2. Soit P un polynéme de K[X]. Pour qu'un élément a € K soit racine
simple de P, il faut et il suffit que I'on ait

P(a)=0 et P'(a)#0.

Démonstration : Soit @ une racine de P. On a P = (X —a)Q@ ou Q € K[X]. Par
ailleurs, on a P/ = Q + (X — a)@’, d’ou Q(a) = P’(a). Si a est une racine simple, on a
Q(a) # 0, d’ou P'(a) # 0. Inversement, si P’(a) # 0, il en est de méme de Q(a). Par suite,
X — a ne divise pas Q, ce qui entraine que (X — a)? ne divise pas P i.e. que a est racine

simple de P.
Théoréme 5.7. Soient P un polynéme de K[X] et ay,- -, ay des éléments de K, distincts
deux a deux, qui sont racines de P d’ordre de multiplicité ny, - - -, ny respectivement. Alors,

il existe un polynéme @ € K[X], tel que 'on ait

k

et que Q(a;) soit non nul pour tout i =1,--- k.

Démonstration : On procede par récurrence sur k. L’énoncé est vrai si £k = 1. Con-
sidérons un entier £ > 2 tel que cet énoncé soit vrai pour l'entier k£ — 1. Il existe donc
R € K[X] tel que l'on ait

k—1
P=R][(X —a)™.
=1
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Par ailleurs, (X — ax)™ divise P et est premier avec le produit des (X — a;)™ pour i
compris entre 1 et kK — 1. En effet dans le cas contraire, d’apres le lemme 5.3, X — ag
devrait diviser 'un des facteurs (X — a;)™ ce qui conduit & une contradiction vu que
ay # a; pour i = 1,---, k — 1. D’apres le théoreme de Gauss (th. 5.4), (X — a)™ divise
donc R, ce qui entraine le résultat.

Corollaire 5.4. Soit P un polynéme non nul de degré n dans K[X]. Alors, P posséde au
plus n racines distinctes dans K3°.

Démonstration : Si P possédait (au moins) n+ 1 racines dans K il serait divisible par
un polynéme de K[X] de degré n + 1, ce qui contredit le fait que P soit de degré n.

Ce résultat entraine le fait que 'application ® : K[X| — F(K, K) définie par 1’égalité
o(P) = P est injective si K est infini. En effet, si la fonction polynome P associée a P
est nulle sur K, cela signifie que P a une infinité de racines (car K est infini), et d’apres
le résultat précédent, P doit étre le polynome nul. Par suite, sur un corps infini, on peut
identifier K[X] et 'anneau des fonctions polynomes sur K i.e. I'image de ®.

Comme application de ce qui précede, démontrons le théoreme de Wilson (1741-1793),
qui est une caractérisation des nombres premiers :

30 En fait, ce résultat est encore vrai si I’anneau de base est un anneau intégre quel-
conque : soit F' un polynoéme de degré n > 0 a coefficients dans un anneau integre A. Alors,
F posseéde au plus n racines dans A. Pour le démontrer, on procede par récurrence sur n.
Sin = 0, alors F' est un élément non nul de A, donc ne possede aucune racine et le résultat
est démontré dans ce cas. Supposons alors F' de degré n > 1 et le résultat démontré pour
tous les polynomes de degré < n — 1. Soit a € A une racine de F. Il existe Q € A[X] tel
que F' = (X — a)Q@ (lemme 5.4 et le bas de page numéro 29). Puisque A est integre, le
degré de @) est n — 1 (cela se justifie comme dans le lemme 5.1). Par ailleurs, si b € A est
une racine de F' distincte de a, on a (b — a)Q(b) = 0, d’ou Q(b) = 0 car A est integre.
Ainsi les racines de F autres que a sont celles de (). D’apres ’hypothese de récurrence, ()
possede au plus n — 1 racines dans A, donc F' en possede au plus n, d’ou le résultat.

En revanche, ce résultat est faux en général si A n’est pas un anneau integre. On le constate
par exemple en considérant le polynéome (X —2)(X —3) € (Z / GZ) [X], qui est de degré 2, et
qui possede quatre racines dans Z/6Z, a savoir les classes de 0, 2, 3 et 5. Tel est aussi le cas
du polynéme 2X € (Z/4Z)[X] qui posséde comme racines les classes de 0 et de 2 modulo
47.. 11 existe aussi des anneaux non integres sur lesquels il existe des polynomes de degré
2 ayant une infinité de racines. En effet, soient £ un ensemble infini et A I'anneau formé
de I’ensemble des parties de £ muni de la différence symétrique A et de l'intersection N
comme addition et multiplication. Rappelons que si U et V sont deux parties de E, on
a par définition U AV = U UV — U N V. L’élément neutre additif est I’ensemble vide
et I’élément neutre multiplicatif est I’ensemble E. Toute partie U de E est alors racine
du polynéome X2 + X € A[X], qui a donc une infinité de racines si F est infini : on a ici
U4+U=UNU)AU=UAU=0.

Signalons le resultat suivant (exercice) : soit A un anneau commutatif non nul qui n’est
pas isomorphe & Z/4Z ni & (Z/27)[X]/(X?). Alors, A est integre si et seulement si tout

polynome unitaire de A[X] de degré 2 a au plus deux racines dans A.

87



Théoréme 5.8 (Wilson). Soit p un entier > 2. Alors, p est premier si et seulement si
(p — 1)! 4+ 1 est divisible par p.

Démonstration : Supposons que p soit un nombre premier. Il résulte du petit théoreme
de Fermat que pout tout a compris entre 1 et p— 1, I’élément a+ pZ est racine du polynome
XP~1 — 1€ (Z/pZ)[X]. D’apres le théoréme 5.7, on en déduit que I'on a dans cet anneau

p—1

xrt-1=J](x -a).

a=1

En exprimant le fait que les termes constants sont les mémes, on obtient 1’égalité dans le
corps Z/pZ

p—1
-T=(1"]]a
a=1

Autrement dit, on a la congruence
—1=(-1)’"Y(p —1)! mod. p,

par suite p divise (p — 1)! + 1. Inversement, supposons (p — 1)! + 1 divisible par p. Si £ est
un diviseur positif de p autre que p, alors ¢ divise (p — 1)!, d’ou £ = 1 et le fait que p soit
un nombre premier.

Remarques 5.3.

1) Pour démontrer le théoreme 5.8 on peut aussi utiliser 'argument suivant. Supposons
p premier. Dans le corps Z/pZ, les seuls éléments égaux & leur inverse sont £1. Il en résulte
que l'on a (en regroupant chaque terme du produit avec son inverse modulo p)

p—2

H k =1 mod. p.
k=2

Par suite, on a (p — 1)! =p —1 mod. pie. (p — 1)+ 1 =0 mod. p.
2) Le théoreme de Wilson est un test de primalité, mais il n’est pas efficace car le calcul

de (p — 1)! nécessite beaucoup d’opérations. Signalons que si p est un nombre premier, on

définit le quotient de Wilson

W(p) = %7

qui est donc un entier. On dit que p est un nombre premier de Wilson si p divise W (p),
autrement dit, si 'on a (p — 1)! +1 = 0 mod. p?. Par exemple, 5 et 13 sont des nombres
premiers de Wilson. La question de savoir s’il existe une infinité de tels nombres premiers
est ouverte. En dehors de 5 et 13, on ne connait qu'un seul autre nombre premier de
Wilson, a savoir 563 (découvert en 1953). Il n’y en a pas d’autres plus petits que 5.10%.
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5. Les algebres quotients de K[X] modulo un idéal

Etant donné un idéal I de K [X], on va définir dans ce paragraphe une structure
naturelle de K-algeébre sur I’ensemble quotient K[X]/I. Afin de définir une structure de
K-algebre, il faut définir une structure d’anneau et une structure de K-espace vectoriel.
Rappelons la définition de cette notion en commencant par celle d’espace vectoriel sur K.

Définition 5.11. On appelle K-espace vectoriel tout ensemble EE muni d’une structure
définie par la donnée :

1) d’une loi de groupe abélien sur E ;

2) d’une application K X E — E, notée (\, x) — Az, souvent appelée loi de composition
externe, pour laquelle on a les relations

A+ )z =z +pz, Mz+y)=Ax+ Ay,

Apz) = Az, lz=uz,

quels que soient x,y € E et \,u € K.

Définition 5.12. On appelle K-algébre tout ensemble E muni d’une structure définie par
la donnée :

1) de deux lois de composition sur E , une addition + et une multiplication X, telles que
(E,+, x) soit un anneau,

2) d’une loi de composition externe K x E — FE, notée (\,z) — Az, qui avec la loi
additive +, munie E d’une structure de K-espace vectoriel,

de telle sorte que la condition suivante soit satisfaite :

3) quels que soient A € K et z,y € E, on a
(6) Mz xy) = (Az) xy =z x (Ay).

On définit la notion d’homomorphisme de K-algebres entre deux K-algebres. Ce sont
les applications K-linéaires qui sont en méme temps des homomorphismes d’anneaux.
Deux K-algebres sont dites isomorphes si elles sont liées par un homomorphisme bijectif.
On omet tres souvent, par abus, la notation x dans les calculs dans les K-algebres. Cela
ne préte pas a confusion pourvu que ’on précise la nature des éléments que ’on compose.
La condition (6) s’écrit alors

AMzy) = (Az)y = z(Ay) quels que soient A € K et z,y € E.
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Exemples 5.1.

1) Pour tout n > 1, 'ensemble K™ = K x---x K (n facteurs) est muni d’une structure
de K-algebre, pour laquelle la structure d’anneau est celle définie p. 53, et la loi externe
est donnée par 1’égalité

Mz, o xn) = (Az1, -+, Axy,)  quels que soient A € K et (z1,---,2,) € K".

Notons que 'on a A(zq, -+, z,) = (A, -+, A\)(z1,- -+, x,), et que Iapplication K — K™ qui
a A associe (A,---, ) est un homomorphisme de K-algebres injectif, que 1'on appelle le
plongement diagonal de K dans K™.

2) Si L est un surcorps (commutatif) de K, alors L est muni de la structure de K-
algebre, pour laquelle la structure d’anneau sur L est celle donnée dans sa définition de
corps et la loi externe K x L — L est celle qui au couple (A, x) € K x L associe le produit
Ax dans L.

3) L’anneau K[X] est muni de la structure de K-algebre pour laquelle la structure
d’anneau est celle définie p. 52, et la loi externe K x K[X] — K[X] est celle qui au couple
(A, P) associe le polynome AP obtenu en multipliant dans K les coefficients de P par .

4) L’anneau des matrices carrées M, (K) est aussi naturellement muni d’une structure
de K-algebre (exercice : expliciter cette structure).

Structure de K-algébre sur le quotient de K[X] modulo un idéal

Considérons un idéal I de K[X]. Nous allons munir ici ’ensemble quotient K[X]/I
d’une structure de K-algeébre. Pour tout P € K[X], posons P = P + I la classe de P
modulo I. Rappelons que P est le sous-ensemble de K[X] formé des polynémes @ tels que
P — @ appartienne a I. Conformément au paragraphe 3 du chapitre I1I, 'ensemble K[X]/I
est muni de la structure d’anneau définie par les égalités

(7) P+Q=P+Q,

(8) P Q=PQ,

quels que soient P et Q dans K[X]. L’élément neutre additif est 0 = I et 1’élément neutre
multiplicatif est 1.

Cet anneau est aussi muni d’une structure de K-espace vectoriel définie comme suit.
Tout d’abord, muni de son addition définie par I’égalité (7), K[X]/I est un groupe abélien.
Par ailleurs, I’application

K x K[X]/I - K[X]/I

qui au couple (), P) € K x K[X]/I associe AP réalise la condition 2 de la définition 5.11.
Avec les notations de cette définition, on a donc I’égalité

(9) AP = \P.
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Il convient de vérifier que cette définition a bien un sens, autrement dit, qu’elle ne dépend
que de la classe de P et non pas d’un de ses représentants. Considérons pour cela P et )
dans K[X] tels que P = Q. Le polynome P — @ appartient & I, par suite A(P — Q) est
aussi dans I. De I'égalité A\(P — Q) = AP — A\Q, on déduit alors que AP = AQ, d’oll notre
assertion. Les relations de la condition 2 sont alors des conséquences directes des égalités
(7) et (9). Les égalités (7), (8) et (9) munissent ainsi K[X]|/I d’un structure de K-algebre.

Remarques 5.4.

1) Il résulte des égalités (8) et (9) que 'on a pour tous A € K et P € K[X],

(10) A+ D(P+T)=AP+1=AP+]1).

2) Supposons I distinct de K[X]. Le corps K est isomorphe & un sous-anneau de
K[X]/I. En effet, soit i : K — K|[X]/I 'application définie par

iN)=A+1.

Puisque 'on a I # K[X], i est un homomorphisme d’anneaux injectif. En effet, il résulte
des définitions que 7 est un homomorphisme d’anneaux. Par ailleurs, soit A dans K tel que
A+ 1 =0 ie. tel que X soit dans I. Puisque 'on a I # K[X], et que les éléments non nuls
de K sont inversibles dans K[X], on a donc A = 0 et i est injectif (on peut aussi utiliser
I'exercice 10 du chapitre IIT). Ainsi ¢(K) est un sous-anneau de K[X]/I isomorphe a K.
Au cours des calculs dans 'algebre K[X]/I, on identifie toujours K et i(K). Avec cette
identification, la multiplication dans K[X]/I par un élément de K se note de la méme
fagon que la loi externe de K sur K[X]/I (cf. égalité (10) dans laquelle A + I est identifié
a ).

Remarque 5.5 (Espace vectoriel quotient). Soient E un espace vectoriel sur K
et F' un sous-espace vectoriel de F. Par définition, F' est un sous-groupe du groupe additif
(E,+) et pour tous z € F et A € K, 'élément Az appartient & F. On a défini dans le
chapitre II le groupe quotient E/F. De fagon analogue a ce qui précede, on peut munir
E/F d’une structure de K-espace vectoriel, en considérant comme loi externe 1’application
K x E/F — E/F qui au couple (A, z+ F) associe Ax 4+ F. On dit que E/F est le K-espace
vectoriel quotient de F modulo F'. Si E est de dimension finie sur K, il en est de méme de
E/F et 'on a dim E/F = dim E — dim F. En effet, la surjection canonique £ — E/F, qui
a tout élément de E associe sa classe modulo F', est K-linéaire de noyau F.

Si I n’est pas nul, il existe alors un polynoéme P tel que l'on ait I = (P) (th. 5.2)
(on peut si on le souhaite demander que P soit unitaire, auquel cas il y a unicité de P,
mais peu importe ici). Le chapitre suivant est consacré, entre autres, a I’étude des algebres
K[X]/(P) dans le cas ou K est un corps fini. Décrivons maintenant quelques propriétés des
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algebres K[X]/(P) en termes du polynéme P, que 'on utilisera dans la suite. Commengons
par une propriété fondamentale concernant la structure de K-espace vectoriel.

Théoréme 5.9. Soit P un polynéme de K[X]| degré n > 0. Le K-espace vectoriel
K[X]/(P) est de dimension finie n. Plus précisément, en posant o = X + (P), le systeme

(oﬂ)0<i<n_1 est une K-base de K[X]/(P).

Démonstration : Vérifions que (ai)o <i<n_q st un systeme libre. Soient Mg, -, A\p_1
des éléments de K tels que -
n—1
D Xia’ =0
i=0

Cette égalité signifie que 'on a
n—1
i=0

Puisque P est de degré n, cela entraine que tous les A; sont nuls. Démontrons que le
systeme considéré est générateur. Soit & un élément de K[X]/(P). Il existe un polynéme
F € K[X] tel que £ = F+(P). On a P # 0. D’apres le théoréeme de division euclidienne, il
existe @ et R dans K[X] tels que l'on ait F' = PQ + R avec deg(R) < deg(P). On a donc
¢ = R, ce qui entraine notre assertion et le résultat.

Le lemme suivant est d’'un usage constant pour effectuer des calculs dans les K-algebres
quotients de K[X] :

Lemme 5.5. Soit P =ag+ a1 X + -+ +a, X" € K[X] un polynéme degré n > 0. Posons
a =X + (P) € K[X]/(P). On a I'égalité

(1) 3 a0,
1=0

Démonstration : On a P = 0. Cette égalité signifie que I'on a

S axi=Y X =,
=0 =0

d’ou Passertion.

Remarques 5.6.

1) Dans I’énoncé du théoreme 5.9, si n = 0, alors la dimension de K[X]/(P) est nulle
et la base vide est une base de cet espace vectoriel. Cela était prévisible vu que P est dans
ce cas un élément non nul de K, donc est inversible dans K|[X], par suite (P) = K[X] et
le quotient K[X]/(P) est 'anneau nul.
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2) Le théoreme 5.9 se traduit par I’égalité
n—1

mmmm:{zyﬂw%eK}
i=0

3) Sil'on an > 1, en identifiant K et son image dans K[X]/(P), I'égalité (11) s’obtient
alors en substituant X par a dans P (cf. (10)). Elle peut donc aussi s’écrire P(«) = 0.

4) Si I est 'idéal nul, K[X]/I est isomorphe comme K-algebre a K[ X]|. En particulier,
K[X]/I est dans ce cas un K-espace vectoriel de dimension infinie (une K-base de K[X]|
est formée des (X™),>0).

5) Soient x et y deux élément de K[X]/(P) (P € K[X] de degré n > 1). Ils s’écrivent
de maniere unique sous la forme

n—1 n—1
T = E a; ' et y= E b;a’,
1=0 i=0

ou les a; et b; sont dans K. Les coordonnées de x 4+ y dans la base (ai) sont les a; + b;.
Il est moins simple d’obtenir les coordonnées du produit zy. Afin de les déterminer, on
utilise I’égalité fondamentale (11). On peut alors procéder de deux fagons. La premiere
consiste par exemple a déterminer le reste R de la division euclidienne du polynéme produit

(> a; X") (X b;X?) par P. On a alors
zy = R(a),

et R étant de degré < n — 1, on obtient les coordonnées cherchées. On peut aussi utiliser
directement 1’égalité (11), afin de déduire les coordonnées des o pour k > n, puis celles
de xy.

Le résultat qui suit concerne la structure d’anneau de K[X|/(P), qui n’est autre que
I’analogue du théoreme 4.1 sur la description des éléments inversibles des quotients de Z.

Théoréme 5.10. Soit P un polynéme de K[X| de degré n > 0. Le groupe des éléments
inversibles de 'anneau K[X]/(P) est formé des classes de polynémes F' € K[X] telles que
F' soit premier avec P.

Démonstration : Soit F' un polynéome de K|[X] premier avec P. Il existe U et V dans
K[X] tels que UP +VF = 1. On a donc V F = 1, ce qui prouve que F est inversible.
Inversement, soit F' un élément inversible de K[X]/(P). Il existe alors Q € K[X] tel que
F Q = 1. Cette égalité signifie que FQ — 1 appartient & (P), autrement dit qu’il existe
U € K[X] tel que FQ + UP =1, donc F et P sont premiers entre eux, d’ott le résultat.

93



Corollaire 5.5. Soit P un polynéme de K[X] de degré n > 0. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

1) Ianneau K|[X]/(P) est intégre.

2) Le polynéme P est irréductible dans K[X].

3) L’anneau K[X]|/(P) est un corps.

Démonstration : Supposons que K[X]/(P) soit integre. Tout d’abord, P n’est pas
inversible, sinon on a (P) = K[X] et K[X]/(P) est 'anneau nul, ce qui est exclu par
définition. Soit F' un diviseur de P. Il s’agit de montrer que F' est inversible ou bien que
F et P sont associés. Il existe Q € K[X] tel que P = FQ, d’ott F Q = 0. Par hypothese,
cela entraine que F = 0 ou bien que Q = 0. Si F = 0, alors F est dans (P) ie. P
divise F, donc P et F sont associés. Si @ = 0, alors ) et P sont associés, par suite on a
deg(F) = 0 i.e. F est inversible. Cela prouve que P est irréductible dans K[X]. Supposons
alors P irréductible dans K[X] et prouvons que tout élément non nul F de K[X]/(P) est
inversible. Puisque P est irréductible et que P ne divise pas F', les polynémes F' et P sont
premiers entre eux. D’apres le théoreme 5.10, F est donc inversible, donc K[X]/(P) est

un corps. La derniére implication est immédiate.

On déduit de ce qui précede le résultat fondamental suivant :

Théoréme 5.11. Soit P un polynéme irréductible de K[X]. Il existe un corps commutatif
L contenant K comme sous-corps et possédant les deux propriétés suivantes :

1) le polynéme P a une racine dans L.

2) Le K-espace vectoriel L est de dimension finie sur K, égale au degré de P.

Démonstration : Puisque P est irréductible, 'anneau A = K[X]/(P) est un corps
(cor. 5.5). Soit i : K — A lapplication définie pour tout A € K par i(A\) = A+ (P). Soient
Z le complémentaire de i(K) dans A, et L la réunion des ensembles K et Z. L’application
¥ : A — L définie pour tout A € K et tout z € Z par

BIN) =X ot () =,

est une bijection de A sur L. Par transport de structure via v, on peut donc munir L d’une
structure de K-algebre : pour tous &7 et & dans L, on définit 'addition et la multiplication
par les formules

G+&=v &) +yv (&) et Gx&L=v{ (&) xv (&),
la loi externe de K sur L étant définie pour tous A € K et £ € L par 'égalité

AE=p(AYTH(E))-
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Par définition des lois de composition sur L, les K-algebres A et L sont isomorphes via v
et I'on a w(i(K )) = K. En particulier, L est de dimension finie sur K, égale au degré de
P (th. 5.9), et L est un surcorps de K. Il reste a vérifier que P a une racine dans L. Soit
a la classe de X modulo (P). On a P = 0, autrement dit, si P = ag + --- + a,X", on a
i(agp) + -+ +i(a,)a™ = 0 et en prenant 'image par ¢ des deux membres de cette égalité,
on obtient P(¢)(a)) = 0 i.e. 1() est une racine de P dans L, d’ou le résultat.

Remarques 5.7.

1) Dans la démonstration précédente, on a utilisé le fait qu’étant donnés deux ensem-
bles X et Y, il en existe un autre contenant a la fois X et Y, a savoir leur réunion. Il
convient de noter que cela est un axiome de la théorie des ensembles.

2) Si P € K[X] n’est pas irréductible, de degré > 1, il existe aussi un surcorps de K
dans lequel P a une racine, car P est produit de polynémes irréductibles (th. 5.6).

3) Considérons la question suivante : soit L un corps commutatif contenant K dans
lequel le polynome P a une racine. Alors, P a-t-il toutes ses racines dans L, autrement dit,
P est-il produit de polynomes de degré 1 dans L[X] 7 La réponse est négative en général.
En effet, prenons par exemple K = Q et P = X3 — 2 € Q[X]. Soient « la racine réelle de
P et L le sous-ensemble de R formé des éléments a + ba. + ca? ot a, b, c € Q. Alors, L est
un sous-corps de R et a est la seule racine de P dans L vu que ses deux autres racines,
ja et j2a avec 72 =1 et j # 1, ne sont pas réelles. Cela étant, on démontrera au chapitre
suivant que la réponse est positive si K et L sont des corps finis.

Exemples 5.2.

1) Prenons K = Z/2Z et P = X3+ X + 1 € K[X]. Puisque P est de degré 3 et qu’il
n’a pas de racines dans K, il est irréductible dans K[X]. Le quotient K[X]/(P) est donc
un corps et un espace vectoriel de dimension 3 sur 7Z/27Z. En particulier, ¢’est un corps a
huit éléments (cf. la décomposition des éléments dans une base). Vérifions que P a toutes
ses racines dans K[X]/(P). Si « est la classe de X modulo (P), on a P(a) = 0, ce qui
entraine

P=(X—-a)(X?+aX +1+0a?.

On vérifie ensuite que o? et a* = a + a? sont racines de X? + aX + 1 + a?. (Le corps
considéré ayant huit éléments, on peut par exemple tester tous les éléments pour trouver les
racines. Notons que les formules classiques de résolution d’une équation du second degré ne
fonctionnent pas ici car 2 = 0. On peut aussi remarquer que si 8 est racine d’un polynéme
de K[X], il en est de méme de 32 : cf. la formule du binéme de Newton. Cette remarque
sera généralisée au chapitre suivant). On a donc (puisque —1 = 1 dans K)

P=(X+a) (X +a*) (X +a+a?).
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2) Prenons K = Q et P = X%+ X +1 € Q[X]. La Q-algebre Q[X]/(P) est de
dimension 3 (pour tout corps K, la dimension d’'une K-algebre est sa dimension en tant
que K-espace vectoriel). Si a = X + (P), le systéme (1, o, a?) est une Q-base de Q[X]/(P).
On a P(a) = 0. Explicitons les coordonnées de 1’élément o + 1 dans la base (1, a, a?). On
peut effectuer pour cela la division euclidienne du polynéme X® + 1 par P. On trouve

X°+1=(X*-1D)P+ (-X*+ X +2),

de sorte que l’on obtient a® +1 = —a? + o + 2 et les coordonnées cherchées sont donc
(2,1,—1). Vérifions que Q[X]/(P) est un corps, autrement dit que P est irréductible dans
Q[X]. Puisque P est de degré 3, il s’agit de montrer que P n’a pas de racines dans Q. On
utilise pour cela le lemme suivant tres utile en pratique :

Lemme 5.6. Soit F'=ag+---a,_1 X" '+ X" € Z[X] un polynéme unitaire de degré n.
Alors, si F' a une racine dans Q, elle est dans Z et elle divise ay.

Démonstration : Soit 8 une racine de F' dans Q. Posons 5 = u/v, ot u et v sont deux
entiers premiers entre eux. On a 1’égalité

vag + a1 tu A F ap_ou T+ u™ = 0.

Il en résulte que v divise u™, puis que v = £1 car u et v sont premiers entre eux. Ainsi 3
est dans Z. Par ailleurs, u divise v"*ag = Fag, d’ou le lemme.

Notre assertion s’en déduit aussitot : si F' a une racine dans QQ, cette racine est £1,
qui n’est pas racine de F'.

A titre indicatif, déterminons les coordonnées de l'inverse de 1’élément 1 + o dans
la base (1,a,a?). Voici une méthode possible. On consideére le Q-endomorphisme 1 de
Q[X]/(P) défini par a — a(l + «) (c’est ’endomorphisme de multiplictaion par 1 + ).
C’est un endomorphisme bijectif. La matrice de 1) dans la base considérée est

1 0 -1
M=11 1 -1
0 1 1
On vérifie que l'inverse de M est
2 -1 1
M'=[-1 1 0
1 -1 1

L’image de 1 par )~ ! est alors I’élément cherché. On trouve ainsi
(1+a)t=2—-a+a
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Une autre méthode consiste a utiliser ’algorithme d’Euclide. On trouve que l'on a la
relation de Bézout
I+X)(X2-X+2) - (X3 +X+1)=1,

d’ou de nouveau 1’égalité ci-dessus.

3) Vérifions que le corps C des nombres complexes est isomorphe & R[X]/(X?+1). On
remarque d’abord que X? + 1, n’ayant pas de racines dans R, est irréductible dans R[X],
donc R[X]/(X?%+1) est un corps. C’est par ailleurs un espace vectoriel de dimension 2 sur
R. Considérons alors 'application ¢ : R[X] — C définie par ¢(F) = F(i) ot i? = —1 (cette
égalité signifie que I'on a choisi implicitement une racine carrée ¢ de —1 dans C). C’est un
homomorphisme d’anneaux. Il est surjectif puisque 1 (a + bX) = a + ib pour tous a,b € R.
Vérifions que son noyau est (X2 +1), ce qui, compte tenu du théoréme 3.2, prouvera notre
assertion. Tout d’abord, il est immédiat de constater que I'idéal (X2 + 1) est contenu dans
Ker(¢). Inversement, soit F' un élément de Ker(¢)). Il existe deux polynoémes @ et R de
R[X] tels que F = (X2+1)Q+ R avec deg(R) < 1. On a donc 9(F) = ¥(R) = 0. Par suite,
si R =aX + b, on a I’égalité ai + b =0, d’'ou a = b = 0 puis R = 0, donc F' appartient a
(X2 +1). On a ainsi ker(¢)) = (X2 + 1). Vu que 1 est R-linéaire, on a en fait montré que
les R-algebres C et R[X]/(X?2 + 1) sont isomorphes. On pourrait ainsi poser par définition
C =R[X]/(X? +1)3L.

Nous verrons dans le chapitre suivant que tous les corps finis s’obtiennent par une
construction analogue a la précédente qui fait passer de R a C.

31 Rappelons que ’on peut définir le corps C comme le produit cartésien R x R muni
des deux lois de compositions suivantes : pour tous (z,y) et (z,t) € R x R, on pose

(z,y) + (2,t) = (x + 2,y + t) ('addition),

(x,y) x (2,t) = (xz — yt,xt + yz) (la multiplication).

On vérifie alors que le triplet (C,+, x) est un corps commutatif, appelé corps des nombres
complexes. L’application de R dans C qui a x associe (z,0) est un homomorphisme de
corps, donc est injectif. On note ¢ 1’élément (0, 1). En identifiant R et son image dans C,

on a alors ’égalité attendue 72 = —1 et tout nombre complexe s’écrit de facon unique sous
la forme a + b avec a,b € R.
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Chapitre VI — Corps finis - Construction

L’objectif de ce chapitre est de construire les corps finis et de donner quelques appli-
cations a la cryptographie. On admettra dans toute la suite le résultat suivant, dont la
démonstration dépasserait le niveau de ce cours :

Théoréme 6.1 (Wedderburn). Tout corps fini est commutatif.

Les premiers exemples de corps finis sont les quotients de ’anneau Z
F, =Z/pZ,

ou p est un nombre premier. Compte tenu du chapitre précédent, d’autres exemples sont
fournis par les quotients

Fp [ X]/(F),

ou F' est un polynéme irréductible de F,[X]. Ce sont en effet des corps (cor. 5.5), et ils
sont finis, puisqu’ils sont de dimension finie sur F,. Nous reviendrons sur ce point, et
démontrerons que 1’on obtient de la sorte tous les corps finis. On prouvera dans les sept
premiers paragraphes les énoncés suivants :
1) tout corps fini contient un sous-corps isomorphe a un corps Fp,.
) Le cardinal d’un corps fini est une puissance d’un nombre premier.
3) Le groupe multiplicatif d’un corps fini est cyclique.
)

Tout corps fini K de cardinal p™ est isomorphe a F,[X]/(F'), ou F' est un polynéme
irréductible de degré n dans F,[X].

5) Pour tout nombre premier p et tout entier n > 1, il existe un corps a p™ éléments et
il est unique a isomorphisme pres.

Il est assez simple de démontrer les quatre premiers résultats. Le cinquieme ’est
beaucoup moins.

1. Caractéristique d’'un anneau

Soit A un anneau. Notons 14 I’élément neutre multiplicatif de A. Soit f : Z — A
I’application de Z dans A définie par

(1) f(m)=mly pour tout m € Z.

C’est un homomorphisme d’anneaux de Z dans A (et d’ailleurs le seul). Son noyau est un
idéal de Z. Il existe donc un unique entier naturel n tel que l'on ait

Ker(f) = nZ.
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Définition 6.1. L’entier n est la caractéristique de A.

Lemme 6.1. Si A est integre, sa caractéristique est nulle ou est un nombre premier. Tel
est en particulier le cas si A est un corps commutatif.

Démonstration : L’anneau Z/nZ est isomorphe & un sous-anneau de A, a savoir 'image
de f (th. 3.2). Puisque A est integre, il en est donc de méme de Z/nZ. Si n n’est pas nul,
Z/nZ est alors un corps (prop. 3.2), et n est un nombre premier (cor. 4.2).

Théoreme 6.2. Soit K un corps commutatif d’élément neutre multiplicatif 1. Soit m
un entier relatif.

1) Supposons K de caractéristique zéro. On a mlg = 0 si et seulement si m = 0. Dans
ce cas, K contient un unique sous-corps isomorphe a Q.

2) Supposons K de caractéristique un nombre premier p. On a mlx = 0 si et seulement
si p divise m. Dans ce cas, K contient un unique sous-corps isomorphe a F,,.

Démonstration : Supposons K de caractéristique 0. L’homomorphisme f : Z — K
défini par (1) est alors injectif, d’ou I’équivalence annoncée. L’application de Q dans K qui
A a/b € Q associe alx(blg)~t, prolonge f de Z & Q, et est un homomorphisme de corps.
(Notons que b étant non nul, on a blg # 0, et I'on vérifie que cette application est bien
définie). Son image est donc un sous-corps de K isomorphe a Q. Par ailleurs, soient Q) et
()2 deux sous-corps de K isomorphes a Q. L’intersection (1 N Q)2 est un sous-corps de Q1
et de (2. Puisque Q ne contient pas de sous-corps autres que lui-méme, tel est aussi le cas
de Q1 et Q2, d’ou Q1 N Q2 = Q1 = Q2, et 'unicité annoncée. Si K est de caractéristique
p, le noyau de f est I'idéal pZ. Par suite, on a mlg = 0 i.e. m appartient au noyau de f si
et seulement si p divise m. L’image de f est un sous-corps de K isomorphe a F,. L’unicité
d’un tel sous-corps résulte, comme ci-dessus, du fait que [F, n’a pas d’autres sous-corps
que lui-méme.

Par exemple Q, R, C sont de caractéristique 0. Pour tout p premier, I, est de ca-
ractéristique p. On obtient aussitot les résultats 1 et 2 énoncés précédemment :

Corollaire 6.1. Soit K un corps fini. La caractéristique de K est un nombre premier p
et K contient un unique sous-corps isomorphe a IF),. De plus, il existe un entier n > 1 tel
que le cardinal de K soit p".

Démonstration : Puisque K est fini, K ne contient pas de sous-corps isomorphe a Q.
La caractéristique de K est donc un nombre premier p et K contient un unique sous-corps
isomorphe & F,, (th. 6.2). Par suite, K est naturellement muni d’une structure d’espace
vectoriel sur F,, (cf. exemples 5.1, 2). Le corps K étant fini, la dimension de K sur F, est
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aussi finie. Si n est cette dimension, K est donc isomorphe, comme espace vectoriel, a F7,

et K est de cardinal p™ 32.

Corollaire 6.2. Soit K un corps fini de cardinal p. Alors, K est isomorphe a I,.
Démonstration : C’est immédiat vu que K contient un sous-corps isomorphe a IF),.

Corollaire 6.3. Soient K un corps fini, de caractéristique p, et F' un polynome irréductible
de degré n dans K[X]. Alors, K[X]/(F') est un corps fini, de caractéristique p, et son
cardinal est |K|™.

Démonstration : Le corps K[X]/(F') contenant un sous-corps isomorphe & K (remar-
que 5.6), sa caractéristique est la méme que celle de K i.e. est p. Par ailleurs, le K-espace
vectoriel K[X]|/(F') est de dimension n (th. 5.9), donc est isomorphe & K™, d’ou le résultat.

2. Groupe multiplicatif d’un corps fini

Démontrons dans ce paragraphe le résultat 3 annoncé.

Théoréme 6.3. Soient K un corps commutatif et H un sous-groupe fini de K*. Alors,
H est un groupe cyclique.

En particulier :

Corollaire 6.4. Si K est un corps fini, le groupe multiplicatif K* est cyclique.

Démonstration du théoréeme 6.3 : On utilise les deux lemmes ci-dessous.

Lemme 6.2. Soient G un groupe abélien multiplicatif, et x,y deux éléments de G d’ordre
m et n premiers entre eux. Alors, xy est d’ordre mn.

Démonstration : On a déja démontré ce résultat dans un cadre plus général au bas
de page numéro 13. Démontrons ici ce lemme directement. Puisque G est abélien, on a
(xy)™™ = e, ou e est ’élément neutre de G. L’ordre de zy divise donc mn. Par ailleurs, il
existe u et v dans Z tels que l'on ait mu + nv =1 (Bézout). On a

um 1—vn et

(xy)"" =y"" =y =y

)vn _ xvn 1—um

(zy

Tem = y" = e, et de méme

Considérons alors un entier r > 1 tel que (zy)” =e. On a (xy)
" = e. Il en résulte que r est un multiple de m et n, donc aussi de mn vu que 'on a

pged(m,n) = 1, d’ou le résultat.

32 Rappelons que deux espaces vectoriels sur un corps sont isomorphes si et seulement
si ils ont la méme dimension. En particulier, tout espace vectoriel de dimension n sur K est
isomorphe & K" (le fait que K soit fini n’intervient pas ici). Pour justifier que |K| = p",
on peut aussi choisir une base de K sur IF,,. Les coordonnées des éléments de K étant dans
F,,, il y a p choix possibles pour chaque coordonnée, d’ot1 les p™ éléments attendus, puisque
tout élément de K s’écrit de facon unique comme une combinaison linéaire des vecteurs

d’une base.
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Lemme 6.3. Soient G un groupe abélien fini et x, y deux éléments de G. Il existe dans
G un élément dont 'ordre est le ppcm des ordres de x et y.

Démonstration : Notons multiplicativement la loi de composition de G. Soient o I’ordre
de x et B celui de y. Soit R l’ensemble des diviseurs premiers de a pour lesquels on a
vp() > vp(B), et S I'ensemble des diviseurs premiers de 5 pour lesquels on a v, (3) > v, (a).

Posons
a — H pvp(a) et b — H p’vp(ﬂ)‘
pER pES

Il existe deux entiers r et s tels que 'on ait
a=ar et [ =bs.

Posons alors
z=z"y’ € G.

L’élément x" est d’ordre a et y® est d’ordre b (prop. 2.8). Par ailleurs, a et b sont premiers
entre eux. Puisque G est abélien, z est donc d’ordre ab (lemme 6.2), qui n’est autre que le
ppcm de « et (3.

Le théoreme 6.3 se déduit comme suit : soit m 'ordre de H. Puisque H est fini, il existe
un élément de H d’ordre maximum n. Le corps K étant commutatif, H est en particulier
abélien, donc pour tout élément de H d’ordre d, il existe un élément de H d’ordre le ppcm
de d et n (lemme 6.3). Par suite, on a ppcm(d, n) = n, donc d divise n. Ainsi, les ordres de
tous les éléments de H divisent n. Le polynome X™ — 1 € K[X] ayant au plus n racines
dans K, on en déduit que 'on a m < n. Puisque n divise m, on a donc m = n. Il existe

ainsi un élément d’ordre m dans H, ce qui établit le théoreme?3.

Corollaire 6.5. Soit K un corps fini de cardinal q. Le groupe K* posséde exactement
w(q—1) générateurs, ou ¢ est la fonction indicatrice d’Euler. De plus, si o est un générateur

33 On peut aussi utiliser le résultat suivant : soit G un groupe multiplicatif fini d’ordre
n, d’élément neutre e. On suppose que pour tout diviseur d de n, ’ensemble des éléments

y € G tels que y? = e, est de cardinal au plus d. Alors, G est cyclique d’ordre n.

En effet, Soit d un diviseur de n. Vérifions que ’ensemble des éléments de G d’ordre
d est vide ou bien que son cardinal est p(d), ou ¢ est la fonction indicatrice d’Euler.
Supposons qu’il existe x € G d’ordre d. Le sous-groupe < x > de G engendré par x est
cyclique d’ordre d. Soit T I’ensemble des éléments y € G tels que y¢ = e. Le groupe < = >
est contenu dans T, et d’apres ’hypothese faite sur G, on a donc T' =< x >. Il en résulte
que ’ensemble des éléments d’ordre d de G est formé des générateurs de < x >, et il y en
a (d) (th. 2.5). D’ou l'assertion. Pour tout diviseur d de n, notons alors ®, ’ensemble
des éléments d’ordre d de G. Le groupe G étant la réunion disjointe de ®4, on a donc

n=> |04 <> ().

d|n d|n

102



de K*, alors I'’ensemble des générateurs de K* est
{ak |1<k<g—1let pgcd(k,q—l)zl}.
Démonstration : C’est une conséquence directe du théoreme 2.5 et du corollaire 6.4.

Exercice 1. On considére le polynéme P = X4+ X + 1 € Fy[X].
1) Montrer que K = F5[X]/(P) est un corps.
2) Quelle est la caractéristique de K, le cardinal de K ?

3) Soit « la classe de X modulo (P). Montrer que « est un générateur de K*. Combien y
a-t-il de générateurs dans K* ? Déterminer leurs coordonnées dans la base (1, o, a2, a?)
de K sur [Fs.

3. Corps finis comme quotients de F,[X]

Voici le quatrieme résultat annoncé :
Théoréme 6.4. Soit K un corps fini de cardinal p". Il existe un polynéme F € F,[X]
irréductible de degré n tel que les corps K et F,[X]|/(F') soient isomorphes.

Démonstration : Soit a un générateur de K*. On considere ’application
Y Fp[X] = K

définie pour tout P =" a; X* € F,[X] par I'égalité

¢(P> = Zaiaia

ou l'on identifie ici a; € F,, avec n’importe quel entier relatif dont la classe modulo p est
a;. Cela est licite car K est de caractéristique p. C’est un homomorphisme d’anneaux. Il
est surjectif vu que a est un générateur de K*. Le noyau de 1 est un idéal I de F,[X]
et F,[X]/I est donc un anneau isomorphe a K. L’idéal I n’est pas nul, sinon K serait
isomorphe a F,[X], or F,[X] n’est pas un corps (ou plus simplement K est fini et F,[X]

S’il existait un diviseur d de n tel que |<I>d‘ = 0, on aurait ainsi
n <> o(d),
d|n

et une contradiction (lemme 2.5). En particulier, ®,, n’est pas vide, autrement dit, il existe
dans G un élément d’ordre n i.e. G est cyclique d’ordre n.

Le théoreme 6.3. se déduit alors du fait que pour tout diviseur d de 'ordre de H, le
polynéme X? — 1 € K[X] a au plus d racines dans K, donc en particulier dans H.
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ne l'est pas). Il existe donc un polynéme non nul F' € F,[X] tel que I = (F) (th. 5.2).
Puisque F,[X]/(F') est un corps, F est donc irréductible (cor. 5.4). Par ailleurs, si m est
le degré de F, le cardinal de [F,,[X]/(F) est p™ (cor. 6.3), d’ou m = n et le résultat.

Il en résulte que les corps finis de cardinal p™ s’obtiennent exclusivement a partir de
polynomes irréductibles de degré n dans F,[X]. Par conséquent, compte tenu du corollaire
6.3 et du théoreme 6.4, on obtient I’énoncé suivant :

Proposition 6.1. Soient p un nombre premier et n un entier > 1. Les deux assertions
suivantes sont équivalentes :

1) il existe un corps a p™ éléments.

2) 1I existe un polynéme irréductible de degré n dans F,[X].

Il s’agit donc maintenant de démontrer ’existence de polynomes irréductibles de tout
degré n > 1 dans F,[X]. Il s’agira aussi de démontrer que si U et V sont deux polynomes
irréductibles de degré n dans F,[X], alors les corps F,[X]/(U) et F,[X]/(V) sont isomor-
phes (unicité a isomorphisme pres des corps a p™ éléments).

Exercice 2. Démontrer I'existence de corps a 27, puis a 125 éléments.

4. Construction et unicité des corps a p? éléments

Soit p un nombre pemier. On va démontrer directement 1’énoncé suivant, qui est un
cas particulier de celui que I'on a en vue.

Théoréme 6.5. Il existe, 4 isomorphisme prés, un unique corps de cardinal p?.

Démonstration : Supposons p = 2. Le polynome X2+ X +1 € Fo[X] étant irréductible
sur [Fy, 'anneau
Fy=Fo[X]/(X? + X +1),

est donc un corps a quatre éléments. Puisqu’il n’existe qu’un seul polynome irréductible
de degré 2 de Fo[X], le corps Fy est donc le seul corps a isomorphisme pres de cardinal 4.
Supposons désormais p impair. On a vu en exercice qu’il existe p(p — 1)/2 polynoémes
irréductibles unitaires de degré 2 dans F,[X]3*. Il existe donc des corps & p? éléments.
Vérifions I'unicité annoncée. Considérons pour cela deux corps de cardinal p?. Il s’agit
de montrer qu’ils sont isomorphes, autrement dit, que si U et V sont deux polynomes
irréductibles unitaires de degré 2 dans F,[X], les corps

K =F,[X]/(U) et K =F,[X]/(V),

34 On procede comme suit. Tout d’abord, il y a p? polynémes unitaires de degré 2
dans IF,,[X]. Ceux qui sont réductibles sur F,, sont de la forme (X —a)(X —b), avec a et b

dans IF,. Il y en a p pour lesquels a = b et p(p — 1)/2 pour lesquels a # b. On obtient ainsi
p?—p—p(p—1)/2=p(p—1)/2 polynomes irréductibles unitaires de degré 2 dans F,[X].
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sont isomorphes (th. 6.4). Posons U = X? + bX + ¢ € F,[X]. Puisque p est impair, on a
Pégalité

b2 b —dc
—(x _>_
U= (x+3) -

ce qui permet de se ramener au cas ou U et V sont de la forme
U=X?>-d e V=X>-4d,
avec d et d’ deux éléments de F,, qui ne sont pas des carrés dans IF,,. Posons
a=X+U)eK et o =X+ (V)eK'.

On va démontrer que
d e K2,

i.e. qu'il existe ¢ € K tel que (? = d'. Cette assertion entraine le résultat. En effet, une
fois cette condition démontrée, on vérifie alors que I’application ¢ : K’ — K définie par

P(a+ba') =a+ b,

est un isomorphisme de corps, de K’ sur K. (C’est un homomorphisme de corps, il est
donc injectif, puis surjectif car K et K’ ont le méme cardinal). On cherche ainsi x et y
dans [, tels que l'on ait

d = (z + ya)?

Compte tenu du fait que (1, a) est une base de K sur F,, on obtient les relations
d =z +dy* et 2xy=0.

On a 2 # 0 car p est impair, et nécessairement y # 0, car d’ n’est pas un carré dans [F).
Par suite, = doit étre nul, et tout revient donc a montrer qu’il existe y € IF,, tel que

y =
autrement dit, & montrer que le produit dd’ est un carré dans F,. Cela résulte du lemme
suivant :

Lemme 6.4. Le produit de deux éléments de I, qui ne sont pas des carrés dans I, est
un carré dans Fy.

Démonstration : Posons G = F}, et considérons I'application f : G — G qui a x associe
x2. C’est un homomorphisme de groupes dont I’image est le sous-groupe G* des carrés de
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[F7. Son noyau est { + 1} (le polynéme X? — 1 a deux racines dans F, qui sont +1). On
en déduit que (p est impair)
—1

GH =P

— et ‘G/GJF‘ —2.

Le groupe G/GT™ est donc d’ordre 2, d’élément neutre G, et si G~ désigne I’ensemble des
éléments de F) qui ne sont pas des carrés, on a

G/Gt = {G+,G—}.
En particulier, on a G~.G~ = G'T, ce qui établit le lemme.

Cela termine la démonstration du théoréme 6.5.

Remarque 6.1. Dans le cas ou p est impair congru a 3 modulo 4, il est facile
d’expliciter concrétement un corps & p? éléments. En effet, dans ce cas —1 n’est pas un
carré dans F, et F,[X]/(X? + 1) est donc un corps a p? éléments. Pour le vérifier, il suffit
de démontrer I’énoncé qui suit :

Lemme 6.5. Soit p un nombre premier impair. On a I’équivalence
2 _
—1e€F, < p=1mod. 4.

Démonstration : Le sous-groupe des carrés de ), est d’ordre (p—1)/2 (dém. du lemme
6.4). Si —1 est un carré dans F, on a ainsi dans [, 'égalité (th. 2.3)

ce qui entraine p = 1 mod. 4. Inversement, supposons p = 1 mod. 4. Puisque 4 divise p—1
et que [ est cyclique d’ordre p — 1, le groupe [ possede donc un sous-groupe H d’ordre

2:

4 cyclique (th. 2.4). Si x est un générateur de H, on a z* = 1, d'ou z —1 et le résultat.

Exercice 3. Soit K un corps fini de cardinal ¢ et de caractéristique p. On note K2
I’ensemble des éléments de K qui sont des carrés dans K i.e. 'ensemble des z2? ol z est
dans K.

1) Si p =2 montrer que K? = K.
2) Si p est distinct de 2, montrer que |K?| = (¢ + 1)/2.
4

)
3) En déduire que tout élément de K est la somme de deux carrés dans K.
)

Supposons p > 3. Montrer qu’un élément non nul x € K est un carré dans K si et
—1
seulement si on a "= = 1.
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5. Polynomes irréductibles sur un corps fini
On va démontrer dans ce paragraphe le résultat suivant :
Théoreme 6.6. Soient K un corps de cardinal q et n un entier naturel non nul. L’ensemble

des diviseurs irréductibles du polynéme X" — X € K[X] est formé des polynémes irréduc-
tibles de K[X]| de degré divisant n. Plus précisément, on a I'égalité

(2) X" -x=]]F
ou F parcourt 'ensemble des polynémes irréductibles unitaires de K[X]| de degré di-

visant n.

La démonstration repose sur plusieurs lemmes intermédiaires, qui sont par eux mémes
intéressants d’un point de vue pratique. On suppose dans ce qui suit que K est un corps
fini de caractéristique p et de cardinal ¢ (qui est donc une puissance de p).

Lemme 6.6. Soit k un entier naturel. On a ’égalité
(z+ y)pk — 27 + ypk quels que soient x,y € K.

Démonstration : Procédons par récurrence sur k. L’énoncé est vrai si k = 0. Soit alors
k un entier > 0 tel que I'égalité annoncée soit vérifiée. Pour tous z,y € K, on a

k+1 k k k
@ty = (@+y)?)" =" +y7)",
la derniere égalité provenant de ’hypothese de récurrence. Par ailleurs, pour tout entier

7=1,---,p—1, le coefficient binomial (? ) est divisible par p 3. La formule du binoéme

de Newton entraine alors I’égalité (= + y)pk+l =" 4 ypkﬂ, et le résultat36 .

35 Rappelons I'argument. Pour tout j = 1,---,p—1, on a en effet, j!(p—j)! (?) =p!,

et puisque p ne divise pas j!(p — j)!, il en résulte que p divise (? ) (lemme de Gauss).

36 Bien qu’inutile pour la démonstration du théoréme 6.6, signalons une conséquence
du lemme 6.6. Soit f: K — K lapplication définie pour tout x € K par f(x) = zP. Alors,
f est automorphisme de K. On 'appelle 'automorphisme de Frobenius de K. En effet, f
est un homomorphisme de groupes (lemme 6.6). Par ailleurs, on a 1'égalité (zy)? = xPy?
pour tous z,y € K (K est commutatif) et f(1) = 1, donc f est un homomorphisme de
corps. Son noyau est un idéal de K, donc est nul puisque ce dernier est distinct de K.
Ainsi, f est une injection de K dans K, donc aussi une surjection car K est fini. C’est
donc un automorphisme de K. Si |K| = p?¥, on a f¥ =id (on note f~ l'application itérée
N fois de f et id I'identité de K'). De plus, N est le plus petit entier ¢ > 1 tel que f* = id,
car si i < N, le polynéme X?' — X ne peut avoir pV > p racines dans K. Il en résulte
que les automorphismes id, f,---, fV ! sont deux & deux distincts. Ils forment un groupe
cyclique d’ordre N, que 'on appelle le groupe de Galois de K (sur F)).
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Lemme 6.7. Soit L un corps fini contenant K.
1) Pour tout x € L, x appartient a K si et seulement si on a 9 = x.
2) Pour tout F' € L[X|, F appartient a K[X] si et seulement si on a F'(X?) = F(X)4.
Démonstration : 1) Soit = un élément de L. Si x est dans K*, vu que K* est un groupe
d’ordre g—1,0n a 2971 =1 (th. 2.3), d’ott 27 = x. Par ailleurs, le polynome X?— X € L[X]

possede au plus g racines, donc K est ’ensemble de ses racines, d’ou 'assertion 1.
2) Soit F' =" ai X" un polynéme de L[X]. On a

Fxy = (3 aka>q =3 alxke 5T

D’apres la premiere assertion, F' appartient & K[X] si et seulement si aj = aj pour tout
k, ce qui entraine le résultat.

Lemme 6.8. Soient F' un polynéme unitaire irréductible de K[X] et L un corps fini
contenant K dans lequel ' a une racine «. 1l existe un plus petit entier r > 1 tel que 'on
ait a9 = a. On a r = deg(F) et I’égalité

r—1

F= H(X—oﬂi).

1=0

Démonstration : Il existe un entier m > 1 tel que le cardinal de L soit ¢"*. On a

a?’ = a, donc il existe un plus petit entier 7 > 1 tel que I'on ait a? = q. Par ailleurs, «
étant racine de F, on déduit du lemme 6.7 que les éléments a? pour i = 1,---,r — 1 sont

r—1 ‘
G = E}(X—oﬂ >

Puisque les ad' pour i = 0,---,r — 1 sont distincts deux & deux3®, il en résulte G divise F
dans L[X] (th. 5.7). De plus, on a les égalités

aussi des racines de F'. Posons

G(X)1 = ﬁ(x - oﬂ">q - ﬁ(xq —at™) = G(x).

37 Cette derniere égalité se démontre en utilisant le lemme 6.6, et en procédant par
récurrence sur le nombre de monomes de F'.

38 On peut justifier cette assertion comme suit. Supposons qu’il existe deux entiers i
et j compris entre 0 et r — 1 tels que i < j et a? = a4’ . On a alors I’égalité

NG
Ly
o)
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On en déduit que G appartient a K[X] (lemme 6.7). Le quotient et le reste de la
division euclidienne de F' par G étant indépendants du corps de base, vu leur caractere
d’unicité, on en déduit que G divise F' dans K[X]. Le polynome F étant irréductible, G
étant de degré au moins 1, et F' et G étant unitaires, on a donc F' = G, d’ou le résultat.

Remarque 6.2. Le lemme 6.8 montre qu’un polynéme irréductible F' de K[X] qui a
une racine dans un surcorps fini L de K, a toutes ses racines dans L, comme annoncé dans
les remarques 5.6. De plus, si r est le degré de F', et si a € L est une racine de F', alors les
racines de F sont les a? pour ¢ =0,---,r — 1.

Fin de la démonstration du théoréme 6.6.

Soit F' € K[X] un polynéme irréductible unitaire de degré r. Il s’agit de démontrer
I’équivalence suivante :

(3) F divise X7 — X < r divise n.

Considérons un corps fini L contenant K dans lequel F' a une racine « : un tel corps L
existe (th. 5.11). D’apres le lemme 6.8, 7 est le plus petit entier > 1 tel que a? = a et I'on
a l'égalité

(4) F:ﬁ(X—oﬂi).

Par ailleurs, on a

ir

(5) a? =« pour tout i > 0.
En effet, cette égalité est vraie si i = 0, et si elle est vérifiée pour un entier i > 0, on a

(i+1)r ir qr r
af :(aq) =a?! =aq,

donc elle 'est aussi pour ¢ + 1.
Supposons alors que F divise X?" — X. Puisque F(a) =0, on a a?" = a. 11 existe
deux entiers naturels ¢ et s tels que 'on ait n = rt + s avec 0 < s < r. On a donc

s

aqn _ (aqtr)q )

Il s’agit d’en déduire que at’ " = a, ce qui conduira a une contradiction vu le caractere
minimal de r. Tout revient ainsi a démontrer que pour tout y € L, I’'égalité y? = 1 entraine
y = 1. Les entiers q et ¢" — 1 étant premiers entre eux, il existe u et v dans Z tels que 1’'on

ait uq 4+ v(¢™ — 1) = 1. Pour tout y € L, on a y? —! = 1. Par suite, si y? = 1, on obtient
y = y*atv(@” =1 = 1 et notre assertion. (On peut aussi évoquer directement le fait que L
est de caractéristique p.)
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D’apres (5), on a a?” = . Par suite, on a a = a?’, ce qui d’apres le caracteére minimal de
r, entraine s = 0, ainsi r divise n.

Inversement, supposons que r divise n. On déduit de (5) que 'on a a? = a, autrement
dit, que « est racine du polynéme X9¢" — X. Les éléments

sont donc des racines deux & deux distinctes de X9" — X. Il résulte de (4) que F divise
X9" — X dans L[X], donc aussi dans K[X] car F est a coefficients dans K. Cela prouve
I’équivalence (3).

On déduit de ce qui précede, et du théoreme 5.6, une égalité de la forme

X - X =][F.
F

ou F parcourt 'ensemble des polynomes irréductibles unitaires de K[X| de degré divisant
n, et ol les np sont des entiers naturels non nuls. Tout revient alors a démontrer que les
ng sont égaux & 1. Etant donné un tel polynome F, on a X?" — X = F"*Q ou Q € K[X],
d’ou I'on déduit, en considérant les polynomes dérivés des deux membres de cette égalité
(on a glx =0 car K est de caractéristique p),

—1=npF" FQ+ F"r Q.
Par suite, F"#~! divise —1 dans K[X], ce qui entraine ny = 1 et le résultat.

Exercice 4. Factoriser X® — X € F5[X] en produit de polynomes irréductibles de
Fo[X].

6. Théoreme d’existence et dénombrement

On considere dans ce paragraphe un corps fini K de cardinal q.

Notation. Pour tout entier m > 1, on note I,,,(¢) le nombre de polynoémes irréduc-
tibles unitaires de degré m de K[X].

Pour tout n > 1, la formule (2) permet de calculer I,,(q). En effet, dans le produit
intervenant dans (2) il y a I4(q) facteurs de degré d pour chaque diviseur d de n. En
considérant les degrés des polynomes de chaque membre, on obtient ainsi

(6) " =" L(q)d.

d|n

Le théoreme d’existence annoncé au début sur les corps finis est une conséquence de
I’énoncé suivant :
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Théoréme 6.7. Pour tout n > 1, on a I,(q) > 0.
Démonstration : Considérons un entier n > 1. Pour tout entier d tel que 1 < d < n,
on a (cf. (6))

¢'=dli(g)+ Y, dlu(),
&'|d, d'<d

par suite on a
dl4(q) < q”.

D’apres la formule

d|n, d<n
on obtient ainsi
n—1 qn 1
" <nlu(@+ Y, ¢*<nlu(@)+ ) ¢" =nl.(q) + —— <nl(q) + ¢",
dln, d<n k=0 q

d’out I,,(q) > 0 et le résultat.

Corollaire 6.6. Pour tout entier n > 1 et tout nombre premier p, il existe un corps de
cardinal p".

Démonstration : C’est une conséquence directe du théoreme 6.7, appliqué avec g = p,
et de la proposition 6.1.

On va maintenant démontrer une formule permettant de calculer directement I,,(q).
Il nous faut pour cela démontrer une formule d’inversion, que 'on appelle la formule
d’inversion de Mobius. Définissons d’abord ce que 1’on appelle la fonction de M6bius.

Définition 6.2. La fonction de Mobius i : N — {O7 j:l} est définie pour tout n € N par
les égalités

u(n) = { (—=1)" sin est le produit de r nombres premiers distincts
0 sinon.

Notons que l'on a par définition u(1) = 1. Par ailleurs, pour tout n > 1, on a la
formule

Y )= {5 Gt
d|n
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En effet, supposons n > 2 et la décomposition en facteurs premiers de n de la forme
n=py-opT,

avec des entiers n; > 1, les p; étant des nombres premiers distincts deux a deux. Parmi
les diviseurs de n, seuls ceux qui sont sans facteurs carrés ont une contribution non nulle
dans la somme des p(d). Par suite, on a

dzh;u(d) = (6) - (;) Fo (1) (:) =(1—1)" =0,

d’otu la formule (7).
On va démontrer ’énoncé suivant :

Théoreme 6.8. Pour tout entier n > 1, on a ’égalité

(8) nla(q) =) nu(d) q%.
d|n

C’est une conséquence directe de la formule (6) et du résultat qui suit, connu sous le
nom de formule d’inversion de Mobius. On pose N* = N — {O}

Théoréme 6.9. Soient (G,+) un groupe abélien et f une fonction de N* a valeurs dans
G. Soit g : N* — G la fonction définie pour tout n € N* par ’égalité

g(n) =Y _ f(d).

d|n

Alors, pour tout n € N*, on a

(9) F) =" (g (%)

d|n

Remarque 6.3. L’application d — n/d permute entre eux les diviseurs de n. Par
suite, la formule (9) s’écrit aussi

d|n

Démonstration : Soit n un entier naturel non nul. Pour tout r > 1, posons

5(r) = 3 k).

k|r
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D’apres la formule (7), on a 1'égalité
n
S =3 5@ f(%):

autrement dit,

) =323 uk)f(%)-

dln kl|d

Pour chaque diviseur k£ de n, posons
Sp = {d > 1| kld et d\n}.

L’ensemble {(k,d) | d|n et k|d} est la réunion disjointe des ensembles {(k,d) | d € S},
ou k parcourt les diviseurs de n. On a donc 1’égalité

F) =Y ntk) > F(%).

I€|n de Sk

Par ailleurs, pour tout k divisant n, ’application { j>11j |%} — Sk qui a j associe kj
est une bijection. Par suite, on a

> 1(3)=21(55)

desSy Jl%

La formule (9) en résulte, vu que pour tout k divisant n, on a

A(2)-S1(2)

Remarques 6.4.

1) Si n =1, on retrouve I’égalité I(q) = ¢ comme attendu. Pour n = 2, on obtient

q(q—1)

IQ(Q) = 9 )

formule que l'on avait déja établie si ¢ est un nombre premier. De méme, avec n = 3, on
constate que l'on a
q(¢® — 1)

3
Avec ¢ = 2, on obtient ainsi I3(2) = 2, les deux polynémes irréductibles (unitaires) de
degré 3 dans Fo[X] étant X3 + X2 + 1 et X3 + X + 1.

I3(q) =
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2) En utilisant la formule (8), on vérifie que
I50(2) = 22.517.997.465.744.

Cela fournit de nombreuses facons de construire un corps de cardinal 2°°, qui est par
ailleurs unique a isomorphisme pres, comme on le constatera dans le paragraphe suivant.

3) La formule (8) montre que son membre de droite est divisible par n, ce qui n’est
pas évident a priori. Il est instructif de le démontrer directement. Vérifions en fait, que
I'on a

(10) Zu(d):c% =0 mod. n pour tout z € Z.
d|n

Etablissons d’abord (10) dans le cas ou n est une puissance d’un nombre premier. Posons
n=p avecr > 1. On a (avecd =1 et d = p)

Z,u(d)a:% — P g

d|n

Supposons que p ne divise pas x. Dans ce cas, x est inversible modulo p”, et le groupe
(Z/pTZ)* étant d’ordre p(p") =p" —p" !, on a

r__ r—1 . r r—1
2P 7P =1mod. p" ie. 2P =2P mod. p",
\ . .. i r—1 e .

d’ou la congruence (10) dans ce cas. Si p divise z, alors zP — aP est divisible par
. ill drifi : § r=1 > dot d

pP . Par ailleurs, on vérifie (par récurrence sur r) que 'on a p"~* > r, d’out de nouveau
la condition (10). Passons au cas général. Il suffit de démontrer que pour tout nombre
premier p divisant n, on a

Zu(d)x% = 0 mod. p"r(™),
d|n

ol vp(n) est la valuation p-adique de n. Considérons donc un nombre premier p qui divise
n. Posons
— _ T
r=uv,(n) et n=p'm.

Dans la somme Y p(d)z 4, les termes donnant une contribution éventuellement non nulle
sont ceux pour lesquels d est premier a p ou bien ceux pour lesquels d est de la forme pj
avec j premier avec p. Par suite, on a

Zu(d)x% = Z u(])(aﬁ —xz%‘),
dln jln,(p.j)=1

vu que pu(pj) = —u(j). Chaque entier j divisant n et premier avec p est un diviseur de m.
Pour un tel entier j, on a donc

r r—1 m

n . o) D 5
i —xri =Y -y avec Y =xJ .



Le cas particulier déja traité entraine alors le résultat.

4) A titre d’exemple, calculons I70(q). On a 70 = 2.5.7 et le tableau suivant :

d |1 ]2 5 | 7]10/14[35]70
p(d) |1 |=1]=1|=1|1]1]1]-1
7003514 |10 7|5]2]|1

al3

On en déduit que 'on a

1
Iro(q) = 7—0<q70 =" -+ + ¢+ - q)-

On obtient au passage l'identité (congruence (10))

g™ — 2% M 2 42" 425 42 —2 =0 pour tout x € Z/70Z.

5) La fonction ¢ étant la fonction indicatrice d’Euler, on a vu que tout entier n > 1
est la somme des ¢(d), ou d parcourt ’ensemble des diviseurs de n. La formule d’inversion
de Mobius entraine alors 1’égalité

pln) _ g~ pd)
n d
d|n

6) Vérifions que la «probabilité» pour qu'un polynoéme unitaire de K[X] de grand
degré n choisi au hasard, soit irréductible sur K, est %

On a I’égalité (formule (6))

nL(q)+ > ITa(g)d=q"

d|n,d<n

Par ailleurs, on a vu que pour tout d < n, on a dl;(q) < ¢%. On a ainsi

(5 n
"=l ()< Y ¢*<) = q—l < gl
d|n,d<n k=0 4=
On obtient les inégalités
n _ o[5]+1 n
77 <rn@<LZ.
n n
Il en résulte que la suite (M;n(q) )n < est convergente de limite 1. Quand n tend vers I'infini,
on a donc
In(g) 1
qmn



Iy a ¢" polynémes unitaires de degré n dans K[X], d’ou 'estimation annoncée.

7. Théoreme d’unicité

Il s’agit de démontrer I’énoncé suivant :

Théoreme 6.10. Deux corps finis ayant le méme nombre d’éléments sont isomorphes.

Démonstration : Soient K et L deux corps a q éléments et p leur caractéristique. On
a ¢ = p" pour un entier n > 1. Il existe un polynéme irréductible F' € F,,[X], de degré n,
tel que K soit isomorphe & F,[X]/(F) (th. 6.4). Le polynome F divise X? — X € F,[X]
(th. 6.6). Par ailleurs, pour tout € L, on a 27 = x, autrement dit, on a

X1-X=[[X-a).
a€L

On en déduit que F possede une racine a € L. Considérons I'application ¢ : F,[X] — L
définie par ¢(P) = P(a) pour tout P € F,[X]|. C’est un homomorphisme d’anneaux. Vu
que F est irréductible dans F, [ X] et que F'(a) = 0, le noyau de v est I'idéal (F'). Il en résulte
que F,[X]/(F') est isomorphe a l'image de 1, qui n’est autre que L, car L et F,[X]/(F)
ont le méme cardinal. Cela entraine que les corps K et L sont isomorphes.

Ce résultat justifie 'abus courant consistant a parler «du» corps a ¢ éléments. On le
note alors souvent F,, y compris si ¢ n’est pas premier (mais une puissance d’un nombre
premier). Il faut prendre garde ici qu’il ne s’agit pas de 'anneau Z/qZ, qui n’est pas un
corps si ¢ n’est pas premier ! On a par exemple

Fg =Fo[X]/(X3+ X +1), Fg =F3[X]/(X*+X3+2), -
Exercice 5. Déterminer Fo5 et Fyg.

8. Le probleme du logarithme discret

Soit K un corps a g éléments. On sait que le groupe multiplicatif K* est cyclique (cor.
6.4). Soit g un de ses générateurs (il y en a ¢(q — 1) (cor. 6.5)). Tous les éléments de K*
sont des puissances de g. Plus précisément, on a

K*:{gi\ogigq—z}.
Le probleme du logarithme discret de base g dans K™ est le suivant :
Probléme. Etant donné un élément z € K * trouver l'entier 7 tel que 'on ait
x:gi et 0<i<qg—2.

116



On note parfois cet entier i, log,(x) ou bien indy(z). C’est le logarithme discret de
base g de x.

Certains algorithmes de cryptographie sont basés sur le fait que, pour certains corps
finis de grand cardinal ¢, ce probleme soit difficile a résoudre.

Abordons ce probleme dans un cas simple. Prenons le corps, de cardinal 27,
K =TF3[X]/(X3+2X +1).

(Le polynome X3 +2X + 1 est irréductible dans F3[X] vu qu’il est de degré 3 et qu’il n’a
pas de racines dans F3). Le groupe K* est d’ordre 26. Les ordres de ses éléments autres
que I’élément neutre, sont donc 2, 13 ou 26. En fait, —1 est le seul élément d’ordre 2 de
K*, car par exemple 41 sont les seules racines du polynome X2 — 1 € K[X]. Notons «
la classe de X modulo X3 + 2X + 1. Vérifions que a est un générateur de K*. On a en
effet, a® = a — 1, dott @ = a® — 1 (car K est de caractéristique 3) i.e. o® = o+ 1, d’ou

a'? = a? — 1 puis a'?® =

—1 et notre assertion.
Résolvons alors le probleme du logarithme discret de base a dans K*. Tout élément
de K* s’écrit de maniere unique sous la forme a + ba + ca? avec a, b, ¢ € F3. 11 s’agit donc

pour chacun de ces éléments de déterminer ’entier ¢ tel que 'on ait
a+ba+ca?=a" avec 0<i<25.

On vérifie les calculs suivants :

x 112 a|lat+l|la+2|2a|2a+1]2a+2a?|a?2+1a?2+2[2a2]20%2+1
log,(x) |0 |13 |1 9 3 14 16 22 2 21 12 15 25

x 202 +2 a2 +a+1 |a?2+2a+1a?2+2a+2|a?2+a+2[2a2 +2a+1
log, (z) | 8 6 18 7 11 24

x 202 +2a0+2 |20 +a+2 |22 +a+1]|a?2+ala?+2a|2a? +2a |20 + «
loga(m) 19 5 20 10 4 23 17

Compte tenu du fait que les générateurs de K* sont les o avec 1 < k < 26 et k
premier avec 26, on connait ainsi explicitement leurs coordonnées dans la base (1, a, a?)
de K sur 5. Par exemple, a?! = 1 + a? est un générateur de K* :

Exercice 6. Résoudre le probleme du logarithme discret de base 1+ o? dans K*.
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1. Algorithme de Silver, Pohlig et Hellman

Soit K un corps fini a ¢ éléments. Soit g un générateur de K*. On va décrire ici un
algorithme permettant de résoudre le probleme du logarithme discret de base g dans K*,
dans le cas ou l'on connait la factorisation de ¢ — 1 en facteurs premiers. Cet algorithme
est d’autant plus efficace que les diviseurs premiers de ¢ — 1 sont petits. Il nécessite O(\/Z)
opérations ou £ est le plus grand facteur premier de g — 1.

Partons d’un élément z € K*. Il s’agit de déterminer I’entier n tel que l'on ait

r=g" et 0<n<gqg-—2.

On suppose connue la décomposition de ¢ — 1 en facteurs premiers. Soit
g—1= ][] v
plg—1

cette décomposition. Afin de calculer n, I'idée de base est qu’il suffit de connaitre n modulo
p"® pour chaque nombre premier p qui divise ¢ — 1, le théoréeme chinois permettant ensuite
de retrouver n.

L’algorithme est le suivant. Soit p un diviseur premier de ¢ — 1. Puisque K* est
cyclique d’ordre g — 1, il existe un unique sous-groupe p, de K* d’ordre p, qui n’est autre
que Pensemble des racines p-iemes de l'unité de K* (th. 2.4). Un générateur ¢ de pu, est

(11) C=g7,

vu que cet élément est d’ordre p dans K* (prop. 2.8). On a donc

Hp = {17C7€27 e 7Cp_1}'
Par ailleurs, il existe des entiers n; tels que I'on ait

1

(12) n=ng+mp+---+n.,_1p" " mod. p’* avec 0<n; <p.

Conformément a la stratégie annoncée, on est confontré au probleme de la détermination
N . 14 a—1
des n;. On calcule ng a partir de ’élément = » . En effet, on a

q—1\P
E7) =

—1
de sorte 7 appartient a p,. En écrivant que I'on a = g", et en utilisant le fait que
g?~! =1, on obtient alors les égalités

ot pesl gl g,
(13) rr =g po=4g P _C )
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ce qui permet d’obtenir ng. On procede de méme pour les autres coefficients n;. Posons

T
(14) T; = P Ty pour tout >1 et ¢<r,—1.

En écrivant de nouveau que x = ¢g", on a alors

a=-1
pitl

’I’L'—q 1 n
— 2 — 2
1 _g P _C )

(15) x
et 'on détermine ainsi n;, d’ou la connaissance de n modulo p"». En effectuant ces calculs
pour chaque diviseur premier de ¢ — 1, et en utilisant le fait que les anneaux Z/(q — 1)Z et
le produit des Z/p"rZ sont isomorphes pour p divisant ¢ — 1 (théoréme chinois), on peut
ainsi obtenir n modulo ¢ — 1, d’ou I'entier n cherché.

Exemples 6.1.

1) Prenons le corps K = F53, de cardinal ¢ = 53. On a ¢ — 1 = 4 x 13. Un générateur
de K* est g = 2 (plus exactement la classe de 2 modulo 53). On vérifie cette assertion en
remarquant que l'on a

213 = 8192 = 30 mod. 53 d’ou 22° =900 = —1 mod. 53,

de sorte que l'ordre de 2 dans K* est 52. On prend x = 23. Déterminons le logarithme
discret log,(23) de base 2 de 23 dans K*. On cherche donc l'entier n tel que

23=2"mod. 53 et 0<n <5l.

Reprenons les notations utilisées ci-dessus. On détermine d’abord n modulo 4. On a 1’égalité
e =< —1 >. Par ailleurs, il existe des entiers ng et ny égaux a 0 ou 1, tels que 'on ait
(formule (12))

n = ng + 2n1 mod. 4.

On a dans K* (formule (13))
23%0 = (—1)".

On vérifie que I'on a 232 = 529 = —1 mod. 53 d’ou 23?6 = —1 mod. 53, ce qui entraine
no = 1. L’élément x; € K*, défini par la formule (14), est ici

23

On a alors (formule (15))
3813 = (—1)™ mod. 53.
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On a 382 = 13 mod. 53, d’ou 38'? = 46 mod. 53, puis 38" = —1 mod. 53, d’ott n; = 1.
Finalement, on obtient

(16) n =3 mod. 4.

Déterminons maintenant la congruence de n modulo 13. On a y;3 =< 2* > (formule (11)),
d’ou 'on déduit que

s = {1,16,44,15,28,24,13,49, 42, 36,46, 47,10},

ou les éléments sont rangés par ordre croissant des puissances du générateur g. On cherche
I’entier ng compris entre 0 et 12 tel que 'on ait n = ng mod. 13. D’apres la formule (13),
on a

23' = 16" mod. 53.

Puisque I'on a 23* = 1 mod. 53, on en déduit que ng = 0, i.e. que l'on a
(17) n =0 mod. 13.

L’entier n cherché est donc 'unique entier compris entre 0 et 51 tel que les congruences (16)
et (17) soient satisfaites. Conformément a la démonstration du théoreme chinois, on doit
écrire une relation de Bézout entre 4 et 13, ce qui est immédiat vu I’égalité (—3) x4+13 = 1.
On en déduit que n = 39. Autrement dit, on a dans K* I’égalité 23 = 239 d’out

2) Prenons le corps K = F3[X]/(X3 + 2X + 1) étudié précédemment et z = a? + 1,
oll a est la classe de X modulo (X2 42X + 1). L’élément g = a est un générateur de K*.
(Re)déterminons 'entier
n = log,(a? + 1).

13 = 2 = —1, d’ou il résulte que n est impair. Par ailleurs, on a

On vérifie que l'on a =
w1z =< a? > et lon vérifie les égalités 22 = 2a+ 1 = (a?)®. On a donc n = 8 mod. 13, ce

qui conduit a n = 21 comme attendu.

Remarque 6.5. Soit K un corps de cardinal g tel que g ne soit pas une puissance de
2. Dans ce cas, 2 divise ¢ — 1. Etant donné un élément z € K*, dans la formule (13) pour
p = 2, Uentier ng vaut 1 si et seulement si z n’est pas un carré dans K (exercice 3 de ce
chapitre).
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2. Algorithme Baby step-Giant step

Soient K un corps fini de cardinal ¢ et g un générateur de K*. On décrit ici un
algorithme permettant de résoudre le probleme du logarithme discret de base g dans K*

m=[Va=1).

Soit  un élément de K*. Il existe un unique entier n tel que 'on ait

en O(\/G) opérations. Posons

r=g" avec 0<n<q-—1.

Afin de déterminer n, considérons ’ensemble
A:{gk |0§k<m}.

Il existe un plus petit entier naturel A tel que
(18) xg~"™m e A.
En effet, il existe des entiers naturels u et v tels que

n=um-+v et 0<v<m.
On a g¥" T = g, d’on1 g¥ = xg~ %™ € A et I'assertion. Il existe un unique entier r tel que
(19) g =z et 0<r<m.
Vérifions alors que 1’'on a

(20) n = hm+r.

—um

L’élément xg appartient a A. Par suite, on a u > h. Supposons © > h. On a alors

mh+r <m(h+1) <mu < mu+v=n.

Compte tenu de (19), cela contredit le fait que n soit le petit entier naturel k tel que
x = g*. On a donc u = h, puis r = v et 'égalité (20).
Les inégalités mh < n < ¢ — 1 impliquent
-1
P ——
m
ce qui garantit de trouver n en O(,/q) opérations.

L’algorithme Baby step-Giant step consiste a expliciter ’ensemble A, en calculant
g, g%, -, en multipliant successivement chaque résultat par g (Baby step), et ensuite &
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m —2m

calculer zg=™, xg ,+ -+, en multipliant successivement chaque résultat par ¢g=™ (Giant

step), jusqu’a déterminer l'entier h défini par la condition (18).

Exemple 6.2. Posons K = Fi97. L’ordre de K* est 126 = 2.32.7. On vérifie que 3 est
un générateur de K* (exercice : utiliser la prop. 2.9).

Déterminons le logarithme discret de base 3 de 91 dans K*, autrement dit I'entier n
vérifiant la condition

3" =91 mod. 127 avec 0<n < 126.

On a ici m = 11 et ’ensemble A est formé des classes modulo 127 des entiers 3" pour
0 <r < 11. On vérifie que 'on a

A= {1,3,9, 27,81,116, 94, 28, 84, 125, 121},

ol les éléments sont rangés suivant les valeurs croissantes de r. Il s’agit alors d’expliciter le
plus petit entier naturel h tel que 91.37"™ modulo 127 appartienne & A. On trouve h = 7
et 'on a

91.377" = 94 mod. 127.

On obtient n = hm + r avec r = 6, d’ou n = 83.

9. Applications a la cryptographie

Donnons ici deux applications de la théorie des corps finis a la cryptographie, le
protocole d’échange de clés de Diffie-Hellman et 'algorithme de chiffrement a clé publique
de El Gamal.

1. Protocole de Diffie-Hellman

Deux personnes, Alice et Bob, souhaitent se construire une clé secréte commune,
qu’ils seront en principe les seuls a connaitre, afin de communiquer sur un canal non str en
utilisant cette clé pour chiffrer leur correspondance. Leur procédé de fabrication est basé
sur le fait que le probleme du logarithme discret soit difficile a résoudre dans certains corps
finis bien choisis. Ce principe, qui date de 1976, est le suivant. Soient K un corps fini de
cardinal ¢, dans lequel le probleme du logarithme discret soit a priori difficile a résoudre,
et g un générateur de K*. Le couple (K, g) est public.

1) Alice choisit secréetement et aléatoirement un entier a tel que 1 < a < g — 1, et elle
transmet a Bob publiquement 1’élément g“.

2) Bob choisit aussi secrétement et aléatoirement un entier b tel que 1 < b < g —1, et il
transmet & Alice publiquement 1’élément ¢°.

3) Alice éleve ¢° & la puissance a, et elle obtient ainsi 1’élément g?°.
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4) Bob éleve g a la puissance b, obtenant de méme g?.

Leur clé secrete commune est alors g?°. Ils sont les seuls & la connaitre, car quiconque
disposant du couple (K, g), ainsi que des éléments g% et g°, ne peut pas en déduire g,
sauf & déterminer a ou b i.e. log,(g%) ou log,(g").

Exercice 7. Alice et Bob souhaitent se construire une clé secrete commune, suivant
le protocole de Diffie-Hellman, au moyen du corps

K =TF3[X]/(X3+2X +1)

et de I'dlément o = X + (X3 +2X + 1) qui, on I’a vu, est un générateur de K*. Pour cela,
Alice choisit Ientier a = 9 et transmet & Bob a”. Ce dernier choisit un entier b compris
entre 1 et 25 et lui renvoie 1’élément o = 2 + a + 2a2. Quelle est la clé secrete d’Alice et
Bob ?

2. Algorithme de chiffrement a clé publique de El Gamal

Cet algorithme concerne le probleme de la confidentialité des messages envoyés, et son
efficacité est aussi basée sur la difficulté du probleme du logarithme discret. Une personne,
Alice, souhaite permettre a quiconque de lui envoyer des messages confidentiels. Pour cela,
elle choisit au départ un couple public (K, g), formé d’un corps fini K et d’un générateur
g de K*. Soit q le cardinal de K. Le procédé est alors le suivant :

1) Alice choisit aléatoirement un entier a tel que 1 < a < ¢ — 1, qui sera sa clé secrete.
Elle calcule g* qu’elle publie, et qui sera sa clé publique.
La clé publique de ’algorithme est donc au départ le triplet (K, g, g%).

2) Afin d’envoyer un message m € K a Alice, Bob choisit aléatoirement un entier = tel
que 1 < x < g —1, et transmet & Alice le couple

(g", mg™®).

C’est la phase d’encryptage du message m.

3) Afin de décrypter le message regu, il s’agit donc de la phase de décryptage, Alice,

connaissant a et ¢, détermine alors I'inverse dans K de 1’élément (g*)% i.e. g—9% 39,
Elle effectue ensuite la multiplication de g~ %* par mg®*, ce qui, vu I'égalité
g (mgam) —m,
lui permet de retrouver m.
39 Notons que pour tout y € K*, on a y?~! = 1, donc l'inverse de y est y~! = y972.

On a ainsi g7 = (gx)“(q_Q), de sorte qu’Alice peut trouver 'inverse de g®* en élevant
directement ¢” a la puissance a(q — 2).
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Exercice 8. Alice souhaite se faire envoyer des messages confidentiellement en utili-
sant 'algorithme de El Gamal. Pour cela, elle utilise le corps

K =TF,[X]/(X*+ X +1)

étudié dans lexercice 1 et Iélément o = X + (X* + X + 1), qui rappelons-le est un
générateur de K*. Elle choisit par ailleurs un entier a compris entre 1 et 14 pour lequel
a® = 1+ 2. Vous interceptez le message (o, a + a? + o?). Quel est le message que Bob
souhaite transmettre a Alice 7
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