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Correction des exercices - Chapitre III

Exercice 1 (Anneaux de Boole)

Soient a et b des éléments de A. On a 1’égalité
(a +b)* = a® + b* + ab + ba.

Par hypothese, on a a? = a, b*> = b et (a + b)? = a + b, d’out I’égalité annoncée.

En utilisant la premiere question avec b = 1, on obtient a + a =0 i.e. a = —a.
Pour tous a,b € A, on a ab = —ba = ba, donc A est commutatif.
L’anneau A n’est pas nul, donc 0 # 1. Par hypothese, il existe a € A qui est distinct

deOet 1. On a
ala+1)=a*+a=a+a=0,
d’ou 'assertion, car a et a + 1 ne sont pas nuls.

Ona A= {O, 1}. C’est un corps, car tout élément non nul de A est inversible, il est
en particulier integre.

Soit E/ un ensemble. Notons A ’ensemble des parties de E. Pour tous U,V € A posons
UAV=UUV —-(UnNV).

On définit ainsi une loi de composition interne sur A. Elle s’appelle la différence
symétrique. On vérifie que le triplet (A, A,N), avec A comme addition, et l'inter-
section comme multiplication, est un anneau ; ’élément neutre additif est ’ensemble
vide et I’élément neutre multiplicatif est E. Pour tout U € A, on a I’égalité UNU = U,
donc I’hypothese de I'énoncé est satisfaite.

Exercice 2
Soient a et b des éléments de A.

On a I’égalité (voir I'indication)
b% + bab + ab® + (ab)? = b 4 2ab® + a*b?,

d’olt bab = ab?.
On a
(14+b)a(l+b) = (1+b)(a+ ab) = a+ ab+ ba + bab.
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Par ailleurs, on a
a(l1+4b)* = a + 2ab + ab®.

On en déduit, avec la premiere question, ’égalité ab = ba, d’ou le résultat.

Exercice 3

Posons ¢ = (1 —ab)™!. On a les égalités
(1 + bca)(1 —ba) =1+ bea — ba — bcaba = 1 — ba + be(1 — ab)a.
On a ¢(1 —ab) =1, d’ou (1 4 bea)(1 — ba) = 1. De méme, on vérifie que ’'on a

(1 —ba)(1+ bca) =1 —ba+ bca — babca =1 — ba + b(1 — ab)ca = 1.

Exercice 4

Supposons que A soit un corps. Soit I un idéal non nul de A. Il existe z € I non
nul. C’est un élément inversible de A. Ainsi, zz~! = 1 appartient & I, d’ou I = A.
Inversement, A étant non nul, on a 1 # 0. Par ailleurs, soit  un élément non nul de
A. LI’idéal I = zA étant non nul, on a donc I = A. Il existe ainsi y € A tel que 'on
ait 1 = xy, donc x est inversible. Cela prouve que A est un corps.

Exercice 5

Le noyau Ker(f) de f est un idéal de K. On a donc (exercice 4) Ker(f) = {0} ou
Ker(f) = K. Par ailleurs, on a f(lx) = 14. Parce que A est non nul, on a 14 # 04,
donc Ker(f) est distinct de K. On obtient Ker(f) = {0} et le résultat.

Exercice 6

Soit I un idéal de A. L’image f(I) est un sous-groupe de B (chap. II, lemme 2.9).
Soit x un élément de f(I) et y un élément de B. On a f(t) = = ou t € I. Parce
que f est surjectif, il existe z € A tel que f(z) = y. L’élément tz est dans I, donc
ftz) = f(t)f(z) = zy est dans f(I), d’ou I'assertion.

Exercice 7

Soit x un élément non nul de A. Montrons que x est inversible. Pour tout n € N,
I'idéal z"t1A est contenu dans z"A. Puisque A n’a qu'un nombre fini d’idéaux, il
existe donc un entier n tel que I'on ait 2”1 A = 2" A. Par suite, il existe a € A tel
que 2" = ax" !, d’ot1 2"(1 —az) = 0. On a x # 0 et A est integre, d’ott 1 = az et x
est inversible.



Exercice 8

L’ensemble Z [\/5} est un sous-groupe additif de C, qui contient 1. Par ailleurs, soient
4+ yv2 et ' +1y'v/2 des éléments de Z[\/ﬂ On a

(z +yvV2) (2’ +y'V2) = 22’ + 2yy + (y2' + 2y )V2 € Z[V2].

Cela montre que Z[x/ﬁ] est un sous-anneau de C (déf. 3.2). La démonstration pour
Z[\/ﬂ est la méme.

Supposons qu’il existe un homomorphisme d’anneaux f : Z[\/§] [ ]
)

f(1) =1, donc pour tout n € Z, on a f(n) = n. On obtient (f(\/_)) = f(2) =
2 est donc un carré dans Z[\/§] 11 existe ainsi z,y € Z tels que (z + y\/_)2 = 2
obtient

2:1:y\/§ =2 — 2% — 3%

Nécessairement, on a zy # 0, donc v/3 est un nombre rationnel i.e. il existe m,n € N
tels que V3 = -, d’ou 3m? = n?. L’exposant de 3 dans la décomposition en facteurs
premiers de 3m? (resp. n?) est impair (resp. pair), d’otl une contradiction.

Exercice 9 (Idéaux premiers)

L’idéal nul est premier car Z est integre (comme dans tout anneau integre).

Soit p un nombre premier. Verifions que pZ est un idéal premier de Z. On a pZ # 7Z
car p # +1. Soient a et b des entiers relatifs tels que ab soit dans pZ. Alors, p divise
ab, donc p divise a ou b (lemme d’Euclide) i.e. a ou b est dans pZ, d’on I'assertion.
Inversement, soit I un idéal premier non nul de Z. C’est en particulier un sous-groupe
de Z, donc il existe n € N tel que I = nZ (chap. II, prop. 2.1). On a n > 2, sinon [
est nul ou I = Z. Soit a un diviseur positif de n. On a n = ab ou b € N. Parce que [
est un idéal premier, a ou b est dans I, donc n divise a ou b, autrement dit, a = n ou
a =1, ce qui prouve que n est premier.

Si A est un corps, ses idéaux sont {0} et A. Par suite, {0} est 'unique idéal premier
de A.

Supposons I premier. L’anneau A/ est non nul car I # A. Soient a + I et b+ I des
éléments de A/I tels que (a+ I)(b+ I) soit nul. Cela signifie que ab est dans I et donc
que a ou b est dans I. Ainsi, a + I ou b+ I est nul, par suite A/I est integre.
Inversement, supposons A/I integre. Par définition, A/I n’est pas nul, d’oun A # I.
Soient a,b € A tels que ab soit dans I. On a alors ab+ [ = (a+ I)(b+ 1) = I, d’ou
a+1=1oub+ I =1, autrement dit, a ou b est dans I, donc I est un idéal premier
de A.

Exercice 10 (Eléments nilpotents)
Notons N(A) le nilradical de A.
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Soient x et y des élément de N(A). Il existe des entiers naturels non nuls m et n tels
que ™ = 0 et y™ = 0. D’apres la formule du bin6me de Newton (valable dans tout

n+m

anneau commutatif), (z—y) est une somme de multiples entiers des produits z"y*

avec r+s = m+n. Chacun de ces produit est nul, car on ne peut avoir simultanément
r<mets<n,dou(x—y)""" =0ie z—y est dans N(A). Puisque 0 € N(A),
il en résulte que N(A) est un sous-groupe de (A, +). Par ailleurs, pour tout a € A,
I’élément ax est aussi dans N(A), donc N(A) est un idéal de A.

Il existe n > 1 tel que ™ = 0. On obtient
l=1—-2"=0—-2)(14 -+,

donc 1 — z est inversible.

Notons N le nilradical de Z/nZ. Si n = 0, Z/nZ est un groupe isomorphe a Z, donc N
est nul dans ce cas. Si n = 1, Z/nZ est 'anneau nul, et N est nul. Supposons n > 2.
Soit s : Z — 7Z/nZ la surjection canonique. Soit

r
i=1

la décomposition de n en produit de nombres premiers. Le groupe

(1)

est un sous-groupe de Z, qui contient nZ. Vérifions que 'on a

N = (Ep,)Z/nZ.

L’image réciproque de N par s est un idéal de Z. Il existe donc a € N tel que 'on ait
s71(N) = aZ. Puisque s(a) € N, il existe t > 1 tel que a soit dans nZ, d’ou il résulte
que le produit des p; divise a. Par ailleurs, il existe un entier & > 1 tel que (p; - - - p,-)*
soit dans nZ (on peut prendre pour k le maximum des n;). Ainsi, s(py - - - p,) est dans
N i.e. py---p,. appartient & aZ. On a donc aZ = (py - - - p.)Z. Parce que s est une
surjection, on a N = so s 1(N), dot N = s(aZ) et 1’égalité annoncée.

Exercice 11 (Anneaux principaux)
Les idéaux d’un corps commutatif K sont {0} et K (exercice 4), donc K est principal.

L’anneau Z est integre. Par ailleurs, si I est un idéal de Z, il existe n € N tel que
I =nZ, donc I est un idéal principal, d’ou I’assertion.
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Le fait que I soit un idéal de Z[X] résulte de la définition idéal. Supposons qu’il soit
principal, autrement dit qu’il existe un polynoéme f € Z[X] tel que I = fZ[X]. 1l
existe alors P et () dans Z[X] tels que l'on ait 2 = fP et X = f@Q. On en déduit que
le degré de f est nul, i.e. que f est dans Z, puis que le degré de ) vaut 1. Posons
Q =aX +boua,be Z. Onobtient X = faX + fb, dou fa =1et f = +£1. On a
ainsi I = Z[X]. Il existe donc U,V € Z[X] tels que 1 = 2U + XV, d’ou 1 = 2U(0) et
une contradiction.

Exercice 12 (Anneaux euclidiens)

Soient A un anneau euclidien et o un stathme euclidien pour A. Soit I un idéal non
nul de A. Il existe a non nul dans I tel que o(a) soit minimum. Vérifions que l'on a
I = aA. Puisque a est dans I, I'idéal engendré par a est contenu dans I. Inversement,
soit x un élément de I. Il existe ¢ et r dans A tels que x = aq + r avec r = 0 ou
o(r) < o(a). Puisque r est dans I, le caractére minimal de a entraine r = 0, donc x
est dans aA, d’ou le résultat.

[’anneau Z est euclidien, avec comme stathme euclidien 'application Z\{O} — N qui
a x associe |z|, la valeur absolue de z.

Exercice 13 (L’anneau des entiers de Gauss)

C’est un sous-groupe additif qui contient 1. Par ailleurs, pour tous x,y,z’,y’ € Z, on a
(z +iy) (2’ +iy') = 22’ —yy' +i(ya’ + zy’) € Z[i]

d’ou Dassertion.

Soit x + iy un élément inversible de Z[i]. Il existe z € Z[i] tel que (x +iy)z = 1, d’ou
(22 + y?)|2|? = 1, ce qui conduit & 2?2 + y? = 1, autrement dit, & (z,y) = (0,%1) ou
(x,y) = (£1,0). Il en résulte que 'on a (i est inversible)

On a i? = —1, donc i est d’ordre 4, d’olt le fait que Z[i]* soit cyclique d’ordre 4.

L’anneau Z[i] est integre car il est contenu dans C. Soient a et b des éléments de Z]i]
avec b # 0. 1l existe a et § dans Q tels que 'on ait

%:a—kzﬂ.

Il existe des entiers relatifs u et v tels que 'on ait

1) a—ul <z et |B-o|<

N | =
N —



Posons

(2) g=u+iv et r=a—>bq.

Ce sont des éléments de Z[i]. Supposons r # 0 et vérifions que 1'on a
(3) o(r) <o(b).

Onar= b(% — q), d’ou 'on déduit les égalités

o(r) = o—(b))ﬂ -

2
a| =o®)((a—w?+(B-v)?).
Compte tenu de (1), on obtient ainsi

b
o(r) < UT) < o(b),
d’ou 'inégalité (3) et le fait que Z[i] soit euclidien. D’apres l'exercice 12, il est donc
principal.

Posonsa=114+T7iet b=34+7:. On a

41 28

a .
—=— - —i.
b 29 29
Les entiers u = 1 et v = —1 vérifient les inégalités (1). On obtient (cf. (2))

a=bg+r avec qg=1—1 et r=1+ 3.

Conformément a l'inégalité (3), on a o(r) < o(b).




