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Chapitre VII - Intégrale de Riemann

La notion d’intégrale est apparue avec Archimede (287-212 avant J.-C.) afin de calculer

des aires et des volumes. Le probleme de base est le suivant. Etant donnée une fonction

f : [a,b] — R définie sur [a, b] & valeurs réelles, il s’agit de donner un sens a la mesure

/ab f(x)dz

de 'aire de la partie du plan comprise entre le graphe de f, les verticales x = a et z = b,

et I’horizontale y = 0, en comptant positivement les aires situées au-dessus de la droite

y = 0 et négativement les autres. Il existe plusieurs théories de l'intégration. Celle que

I’on va présenter ici est due a Riemann. On précisera en particulier ce que signifie pour f

d’étre intégrable au sens de Riemann sur [a, b], et on verra que cela repose sur la possibilité

d’encadrer f de facon convenable par des fonctions en escalier.
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Définition 7.1. On appelle subdivision de [a, b] toute famille finie (xy)o<k<n (avecn > 1)

de points de [a, b] satisfaisant les deux conditions suivantes :
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1) onazxzy=aetz,=D>o
2) Pour tout k tel que 1 <k <mn, on axp_1 < .
Notation. On notera souvent (zg, 1, -, Z,) la subdivision (zx)o<k<n de [a,b].

Définition 7.2. Soit 0 = (z1)o<k<n une subdivision de [a,b]. Le nombre réel
h(o) = Max {xk —zpq1 | 1<k< n},

s’appelle le pas de o.
On a toujours h(o) < b — a.
Exemples 7.1.

1) (a,b) et (a, 2F2,b) sont des subdivisions de [a, b).

2) Pour tout n > 1 la subdivision (zg)o<g<n OU

oot k(7).

b—

est une subdivision & n + 1 points de [a, b]. Son pas est <.

Définition 7.3. Soit f : [a,b] — R une fonction définie sur [a,b]. On dit que f est en
escalier sur [a,b], s’il existe une subdivision (zx)o<k<n de [a,b] telle que f soit constante
sur chacun des intervalles ouverts |x_1, x| pour 1 < k < n.

Etant données une fonction en escalier sur [a, b] et une subdivision o = (1 )o<g<n de
[a,b], on dit que o est adaptée a f si f est constante sur chacun des intervalles ouverts
|xg—1,xk[ pour 1 < k < n.

Exemples 7.2. Les fonctions constantes et la fonction partie entiére sur [a, b] sont en
escalier.

Remarque 7.1. Une fonction en escalier f sur [a,b] ne prend qu'un nombre fini de
valeurs. Si 0 = (x)o<k<n €st une subdivision adaptée a f, ce sont les f(zx) et les n valeurs
que prend f sur chacun des intervalles |xy_1, xx[. Elle est en particulier bornée. Cela étant,
une fonction sur [a,b] peut ne prendre qu'un nombre fini de valeurs sans étre en escalier.
Tel est le cas de la fonction caractéristique des rationnels.

Définition 7.4. Soient o = (xo,---,%n) €t T = (Yo, -, Yp) des subdivisions de [a, b].
1) On dit que o est plus fine que T si {xo, e ,:cn} contient {yo, x ~,yp}.

2) On appelle subdivision réunion de o et T, on la note o U, la subdivision (zg, -+, z:) de
la, b] telle que {zg, e ,zt} = {xo, e ,xn} U {yo, . -,yp}.
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Si o est une subdivision adaptée & une fonction en escalier f sur [a, b], toute subdivision
plus fine que o est aussi adaptée a f. En particulier :

Lemme 7.1. Soient f et g des fonctions en escalier définies sur |a, b] et o, T des subdivisions
adaptées respectivement a f et g. Alors o U T est adaptée a f et g.

Démonstration : La subdivision o U 7 est plus fine que o et 7, d’ou I’assertion.

Corollaire 7.1. Soient f et g des fonctions en escalier définies sur [a,b]. Pour tous « et
B dans R, les fonctions af + Bg et fg sont en escalier.

Démonstration : D’apres le lemme précédent, il existe une subdivision adaptée a f et
g. Par ailleurs, si f et g sont constantes sur un intervalle, il en est de méme des fonctions
af + Bg et fg sur cet intervalle.

Remarque 7.2. Une fonction en escalier continue sur [a, b] est constante.

Théoréme 7.1. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b]. Pour tout ¢ > 0, il
existe une fonction en escalier ¢ : [a,b] — R telle que 'on ait

(1) |f(z) —¢(z)| <e pour tout x € [a,b].

Démonstration : Soit € un nombre réel > 0. D’apres le théoreme de Heine, f est
uniformément continue sur [a, b]. Il existe donc a > 0 tel que pour tous = et y dans [a, b
on ait I'implication

[z -yl <a=|f(z) - fly)| <e.

Soit o = (zg,--,x,) une subdivision de [a,b] de pas h(c) < « : une telle subdivision
existe, il suffit de prendre
b—a b—a

avec
n n

rr=a+k

< Q.

Pour tout k tel que 1 < k < n on a donc |x, — xx—1] < . Soit alors ¢ : [a,b] — R la
fonction en escalier définie pour k£ = 1,---,n, par les égalités

ple) = flzr) st welzpa, 2] et @(b) = f(b).

Elle vérifie la condition (1). En effet, on a f(b) = ¢(b), et pour tout x < b il existe un
entier k tel que x appartienne a [z;_1,zk[. On a ainsi |z — x| < «, ce qui entraine

[f (@) = p(x)| = [f(x) — fzx)] <e.
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Corollaire 7.2. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b]. Il existe une suite de
fonctions en escalier (i,,) qui converge uniformément vers f sur [a,b]. Autrement dit, pour
tout € > 0, il existe un entier ng tel que pour tout x € [a,b] on ait

n>ng = |f(r) - pn(r)] <e.

Démonstration : D’apres le théoreme 7.1, pour tout n > 1 il existe une fonction en
escalier ¢, : [a,b] — R telle que 'on ait

(2) |f(x) — @n(x)] < % pour tout x € [a, b].

On en déduit I'existence d’une suite de fonctions en escalier (¢,,) satisfaisant la condition
(2). Par ailleurs, il existe un entier ng tel que l'on ait % < € pour tout n > ng, d’ou le
résultat.

2. Intégrale d’une fonction en escalier

Soient a et b des nombres réels tels que a < bet f : [a,b] — R une fonction en escalier.
Etant donnée une subdivision o = (xg, - -+, z,) adaptée a f, posons

(3) I(f,o)= Z)\k (:ck — wk_l) ou f(x)=Ag pourtout xz € |rg_1, x|
k=1

Proposition 7.1. Soient o et T des subdivisions adaptées a f. On a I(f,o0) = I(f,T).

Démonstration : Posons o = (xg,- -+, z,) et f(z) = A\psix € Jzg_1, 2k (k=1,---,n).
Soit ¢ un point de [a, b]. 1l existe un entier k& compris entre 1 et n tel que ¢ appartienne a
[x)—1,x]. Soit ¢’ la subdivision de [a, b] obtenue en adjoignant ¢ & ’ensemble des points
de 0. Démontrons que l'on a I(f,0) = I(f,0’). Si ¢ = x_1 ou bien si ¢ = z}, on a 0 = o’
auquel cas 1’égalité est vérifiée. Supposons zp_1 < ¢ < zj. Les nombres réels I(f, o) et
I(f,0’) ne different que par les deux termes

(xk — xk_l))\k et (:l?k - C)Oék + (C - :L’k_l)ﬁk,

ol «ay et [ sont respectivement les valeurs de f sur |c,zx| et |xg_1,c[. Puisque 'on
aar = Py = \p et que p — 1 = (zr — ¢) + (¢ — xk_1), il en résulte que l'on a
I(f,0) =1(f,0').

Si o est plus fine que 7, compte tenu de ce qui précede, on déduit par récurrence sur le
cardinal du complémentaire de I’ensemble des points de 7 dans celui des points de o, que
Vona I(f,0) =I(f,7). Dans le cas général, vu que o UT est plus fine que o et 7, on obtient

I(f,o) =1(f,cUT)=1I(fT1).



On peut alors définir 'intégrale d’une fonction en escalier comme suit.

Définition 7.5. Soient a et b des nombres réels tels que a < b et f : [a,b] — R une
fonction en escalier. On appelle intégrale de f sur [a,b] le nombre réel I(f, o), ou o est
une subdivision quelconque de [a, b] adaptée & f. On le notera Ij, ) (f) ou plus simplement
I(f) si cela ne préte pas a confusion.

D’apres la proposition 7.1, I(f) ne dépend pas de la subdivision choisie adaptée a f,
ce qui justifie cette définition. En prenant la formule (3) comme définition de l'aire dans la
situation envisagée ici, on retrouve la notion d’aire connue depuis ’enfance, a savoir que
«I’aire d’un rectangle est le produit de sa longueur par sa largeur», et que l'aire d’une
réunion disjointe de rectangles est la somme des aires de chacun d’eux.

Remarques 7.3.

1) Dans le calcul de I(f), les valeurs que prend f aux points d’une subdivision qui lui
est adaptée n’interviennent pas.

2) Si f et g sont deux fonctions en escalier sur [a, b] qui ne different que par un nombre
fini de points, on a I(f) = I(g). En particulier, si f est nulle sauf en un nombre fini de
points, on a I(f) = 0.

Exemples 7.3.

1) Si f est constante égal a A sur [a,b], en choisissant comme subdivision (a,b), on
constate que I(f) = A(b—a).

2) Soit E la fonction partie entiére sur I'intervalle [1, 1]. On a Iy, uy(E) = 2 (prendre
la subdivision (1,2, 3,4, 5, %))

Proposition 7.2. Soient f et g des fonctions en escalier sur [a, b].

1) Soient o et B des nombres réels. On a
I{af + B9) = al(f) + BI(g)-

2) Si pour tout x € [a,b] on a f(z) > g(x), alors I(f) > I(g).

3) Soient m et M respectivement un minorant et un majorant de f([a,b]). On a

m(b—a) < I(f) < M(b—a),

4) (Relation de Chasles) Soit ¢ un point de |a,b|. Alors f est en escalier sur les intervalles
la, c] et [c,b] et I'on a

Iia ) (f) = Lja,q (f) + Tiep ()
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5) La fonction |f| est en escalier sur [a,b] et 'on a |I(f)| < I(|f]).

Démonstration : 1) Soit 0 = (g, - - -, x,) une subdivision adaptée a f et g (il en existe
d’apres le lemme 7.1). Elle est aussi adaptée a af + Bg. Pour k = 1,---,n, posons

f(x) =X et g(x)=pr pourtout x € |xp_1, x|

On a

n

I(af) =) (wr —azp1)ak, = al(f) et 1(8g) =D (xx —x—1)Bu, = BI(g),
k=1

k=1

n

I(af + Bg) = > (k — we_1)(ak + Bus),

k=1
d’ou la formule annoncée.

2) Compte tenu de l'assertion 1, il suffit de montrer que si f(z) est positif pour tout
x € [a,b] alors I(f) > 0, ce qui est une conséquence directe de la définition.

3) Pour tout = € [a,b] on am < f(x) < M. En notant encore m (resp. M) la fonction
constante égale a m (resp. M) sur [a,b], on a I(m) = m(b—a) et I(M) = M(b— a).
L’assertion 2 entraine les inégalités annoncées.

4) En utilisant une subdivision de [a,b] adaptée a f qui contient ¢, on obtient des
subdivisions des intervalles [a,c] et [c,b] adaptées a f sur chacun d’eux. La relation de
Chasles résulte alors de la définition.

5) Soit 0 = (xg, - - -, ) une subdivision adaptée a f. La fonction | f| est aussi constante
sur chacun des intervalles |zy_1, x[, donc elle est en escalier, et o est une subdivision qui
lui est adaptée. Si f(x) = Ax pour = € |xg_1,xk[, on a

n

D @k — 1)

k=1

n

< @k — zem) el = I(1f1).-

k=1

11(f)| =

3. Fonctions intégrables au sens de Riemann

Soient a et b des nombres réels tels que a < b. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée
sur [a,b]. On va définir le fait pour f d’étre intégrable au sens de Riemann sur [a,b], en
définissant ce que I'on appelle I'intégrale supérieure et l'intégrale inférieure de f sur [a, b].

Considérons pour cela I'ensemble £ ( f) des fonctions en escalier sur [a, b] qui majorent
f, autrement dit, ’ensemble des fonctions en escalier ® sur [a,b] telles que pour tout
x € la,b] on ait f(x) < ®&(x). De méme, soit £~ (f) I'ensemble des fonctions en escalier sur
[a,b] qui minorent f, i.e. ’ensemble des fonctions en escalier ¢ sur [a,b] telles que pour
tout = € [a, b] on ait p(x) < f(x).



Définition 7.6 (Fonctions de Darboux). Soit 0 = (xq,---,x,) une subdivision de
la,b]. Pour tout k = 1,---,n, notons Mj, la borne supérieure de f([.fbk_l, :z:k]) (qui existe
car f est majorée) et my, la borne inférieure de f([zg—1,zx]) (qui existe car f est minorée).

1) On appelle fonction de Darboux supérieure associée a f et o, la fonction ®¢ , : [a,b] - R
définie par les égalités

Q¢ ,(r) =My pour tout x € |xp_1, x5 (k>1),

Pt o (k) = flar) (k=>0).

2) On appelle fonction de Darboux inférieure associée a f et o, la fonction ¢y, : [a,b] = R
définie par les égalités

©fo(x) =my pour tout x € |xp_1,x[ (k>1),

vro(er) = fler) (K =0).
Etant donnée une subdivision o de [a,b], les fonctions @, et p¢, sont en escalier et
o leur est adaptée.

Lemme 7.2. Pour toute subdivision o de [a,b], P, est dans ET(f) et ¢f, est dans
E~(f). En particulier, E¥(f) et £ (f) sont non vides.

Démonstration : C’est une conséquence directe de la définition.
Lemme 7.3. Soient ® une fonction dans ET(f) et o une subdivision de [a,b] adaptée a

®. On a @5, () < ®(x) pour tout = € [a,b]. De méme, si ¢ est une fonction dans €~ (f)
et o une subdivision de [a,b] adaptée a ¢, on a p(x) < ¢ ,(x) pour tout x € [a, b].

Démonstration : Posons o = (2o, -+, 2y). On a @ ,(z) = f(zr) < P(x) pour tout
k=0,---,n.Sizest un élément de [a, b] distinct des xy, il existe k tel que x appartienne a
|xk—1, zk[. Puisque o est adaptée a ®, cette fonction est constante sur 'intervalle |xg_1, zk|.
Par suite, ®(z) est un majorant de f([z_1,21]), d’ott @5 ,(z) < ®(z) d’apres la définition
de la borne supérieure. La démonstration en ce qui concerne la fonction ¢ est analogue.

Posons
(N ={I) [vee (N} e Tt ={1®) | ®cET ()}
D’apres le lemme 7.2, ce sont deux sous-ensembles non vides de R.

Théoréme 7.2. 1) L’ensemble T~ (f) posséde une borne supérieure. On la notera I~ (f).

2) L’ensemble TV (f) posséde une borne inférieure. On la notera I (f).

7



3) Onal=(f) <I*(f).

Démonstration : Soient = et y deux nombres réels tels que x € 7 (f) et y € Z7(f).
Onax = 1I(p) et y =1(P) ot ¢ € E(f) et & € EF(f). Pour tout t € [a,b] on a
e(t) < f(t) < ®(t), dou I(p) < I(P) (prop. 7.2) i.e. x < y. Par suite, tout élément de
Z1(f) majore 7~ (f), et tout élément de Z~ (f) minore Z1(f). Ces ensembles étant non
vides, cela prouve les deux premicres assertions. Pour tout y € ZT(f), puisque y majore
Z7(f),onal (f)<y.Ainsi I~ (f) minore Z7(f), d’ou 'inégalité I~ (f) < IT(f).

Définition 7.7. Le nombre réel 1~ (f) est appelé intégrale inférieure de f sur |a,b], et
IT(f) est appelé intégrale supérieure de f sur [a,b].

Lemme 7.4. Si f est une fonction en escalier sur [a,b], on a I~ (f) =17 (f) =I(f).

Démonstration : Puisque f appartient a € (f) on a I(f) < I~ (f), et f étant dans
ET(f)ona It (f)<I(f), dou lerésultat (th. 7.2).

Exemple 7.4. Soit f la fonction caractéristique des rationnels sur U'intervalle [0, 1].
Rappelons que pour tout = € [0,1], on a f(x) = 1si z € Q et f(x) = 0 sinon. Vérifions
que l'on a

(4) I(f)=0 et I'(f)=1.

D’abord 1 est un minorant de Z*(f). En effet, considérons un élément de ® € E1(f) et
o = (xg, -+, T,) une subdivision de [0,1] adaptée a ®. Puisque Q est dense dans R, il
existe un rationnel dans chaque intervalle |xy_1,xx[. La fonction ® étant constante sur
|zk—1,zk[, on a donc ®(x) > 1 pour tout = € |xy_1,zx[. D’apres la formule (3) on obtient

(@) > (zr — k1) = 1.
k=1

Par ailleurs, la fonction constante égale & 1 sur [0, 1] appartient a E7(f) et I(1) = 1. Il en
résulte que 1 est le plus grand des minorants de Z7(f), d’ott IT(f) = 1.

De méme, 0 est un majorant de Z~ (f). En effet, soient ¢ € £E7(f) et 0 = (zo,- -+, x,) une
subdivision de [0, 1] adaptée & . Puisque R — Q est dense dans R, il existe un irrationnel
dans chaque intervalle |zj_1, k[, d’ou 'on déduit que l'on a ¢(z) < 0 pour tout x dans
|zi—1,zk[. D’apres la formule (3) on a donc I(y) < 0. La fonction nulle sur [0, 1] étant
dans £7(f) et son intégrale étant nulle, 0 est donc le plus petit des majorants de Z=(f),
d’out I7(f) = 0 et les égalités (4).

On en arrive a l’'objectif de ce paragraphe.
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Définition 7.8. Soient a et b des nombres réels tels que a < b. Soit f : [a,b] — R une
fonction bornée sur [a,b]. On dit que f est intégrable au sens de Riemann sur [a, b] si I'on a

Dans ce cas, ce nombre réel est appelé intégrale de la fonction f sur [a,b].

Notation. Etant donnée une fonction f : [a,b] — R intégrable au sens de Riemann
sur [a, b, son intégrale sur [a, b] est notée

/abf ou /abf(x)dx ou /abf(t)dt---,

ouzx,t,---, sont des lettres muettes.

Dans la suite, on dira plus simplement qu’une fonction est intégrable pour signifier
qu’elle est intégrable au sens de Riemann. Par définition, une fonction intégrable sur [a, b]
est une fonction bornée sur [a,b]. Pour une fonction f intégrable sur [a,b], on peut alors
définir ’aire de la partie du plan comprise entre le graphe de f, et les droites x = a, z = b
et y = 0, comme étant f: f.- Notons que la définition d’une fonction intégrable peut se
traduire comme suit.

Lemme 7.5. Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Elle est intégrable sur [a,b] si et
seulement si les ensembles T~ (f) et Z7(f) sont adjacents. Dans ce cas, f; f est 'unique
nombre réel vérifiant les inégalités

b
< [ f<y pourtout (e.y) €T (1) < T(S)

Démonstration : L’ensemble 77 (f) est non vide majoré et 77 (f) est non vide minoré.
Compte tenu de la définition 1.8, 1'égalité I~ (f) = IT(f) signifie précisément que 7~ (f)
et Z7(f) sont adjacents. La proposition 1.7 entraine alors le résultat.

Exemples 7.5.

1) D’apres le lemme 7.4 toute fonction en escalier f : [a,b] — R est intégrable sur

1) =/abf.

2) 1l résulte de (4) que la fonction caractéristique des rationnels sur [0, 1] n’est pas

[a,b], et 'on a

intégrable (au sens de Riemann).



4. Criteres d’intégrabilité - Exemples

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b et f : [a,b] — R une fonction bornée
sur [a, b|.

Théoreme 7.3. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) f est intégrable sur [a, b].

2) Pour tout € > 0, il existe ® € E1(f) et p € E7(f) telles que 'on ait I(® — ¢) < e.
Démonstration : Supposons f intégrable. Les ensembles 77 (f) et Z7(f) sont alors

adjacents (lemme 7.5). Soit € un nombre réel > 0. D’apres la proposition 1.6, il existe donc

x €T (f) ety €T (f) tels que l'on ait y — = < ¢, et la seconde condition est satisfaite.

Inversement, on a vu que pour tout (x,y) € Z~(f) X ZTT(f) on a z < y (dém. du th. 7.2).

Si la seconde condition de I’énoncé est satisfaite, Z(f) et Z7(f) sont donc des ensembles
adjacents (prop. 1.6), autrement dit f est intégrable.

Définition 7.9 (Sommes de Darboux). Soit o = (zo, -+, x,) une subdivision de |a, b].
Pour tout k = 1,---,n, notons M, la borne supérieure de f([xk_l,mk]) et my, la borne
inférieure de f([mk_l, xk])

1) On appelle somme de Darboux supérieure associée a f et o, le nombre réel
S(f, 0') = ZMk(-Tk — xk—l)-
k=1
2) On appelle somme de Darboux inférieure associée a f et o, le nombre réel

s(f,o) = ka (mk — xk,l).
k=1

D’apres la définition des fonctions de Darboux @, et ¢y, associées a f et a o (déf.
7.6), on a les égalités

(5) s(f,o) = I(gof,a) et S(f,o0)= I(<I>f,0).

Théoreme 7.4. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) f est intégrable sur [a, b].
2) Pour tout € > 0, il existe une subdivision o de [a,b] telle que S(f,0) — s(f,0) < e.

Démonstration : Supposons f intégrable sur [a, b]. Soit € un nombre réel > 0. D’apres le
théoreme 7.3, il existe des fonctions ® € E1(f) et ¢ € £~ (f) telles que 'on ait [(P—p) < .
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Par ailleurs, il existe une subdivision o de [a, b] adaptée & ® et ¢ (lemme 7.1). D’apres le
lemme 7.3, pour tout = € [a,b] on a

p(r) < pro(x) < @polr) < ().
Il en résulte que l'on a (prop. 7.2 et formules (5))

I(p) < s(f,0) < S(f,0) < 1(D).
On a donc les inégalités

S(f70)_8(f70) SI(@)—I(@):I(@—@) <g,

d’ou la seconde condition de I’énoncé. Inversement, soit € un nombre réel strictement
positif. Par hypothese, il existe une subdivision o de [a, b] telle que S(f, o) — s(f,0) < e.
D’apres les formules (5), la condition 2 de ’énoncé du théoréme 7.3 est alors réalisée avec
les fonctions @, et ¢, donc f est intégrable.

Corollaire 7.3. Toute fonction continue sur [a,b] est intégrable sur [a, b].

Démonstration : Soit g : [a, b] — R une fonction continue. Considérons un nombre réel
e > 0. La fonction g étant uniformément continue sur [a, b] (théoréme de Heine), il existe
a > 0 tel que pour tous z et y dans [a, b] on ait

€
b—a’

lz -yl <a=lg(z) —g(y)| <

Soient n un entier naturel tel que

< o,
n
et 0 = (xg, -, x,) la subdivision de [a, b] définie par
b—a
T —a+k .
n
Pour tout k tel que 1 <k <n,on a
b—a
LTl — Tp—1 = .

Par ailleurs, g étant continue, elle est bornée sur [a,b] (th. 5.2) Notons M), et my respec-
tivement la borne supérieure et la borne inférieure de g([xk_l,xk]). Il existe = et y dans
[xr—_1,x] tels que l'on ait (loc. cit.)

g(x) = My et g(y) = my.
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Ona |z —y| <z — k-1 dou |z —y| < a. Il résulte que l'on a

g
l9(2) = 9(y)l = My —mi < - —.

On en déduit que

n

S(g.0) — 5(g,0) = > (Mg — mp)(xx — z5-1) <&,
k=1

ce qui établit le résultat (th. 7.4).

Corollaire 7.4. Toute fonction monotone sur [a,b] est intégrable sur [a, b].

Démonstration : Soit g : [a,b] — R une fonction monotone. Elle est bornée sur [a, b].
Compte tenu du théoreme 7.3, si g est intégrable, il en est de méme de —g. On peut donc
supposer g croissante sur [a, b]. Soit & un nombre réel > 0. Soient n un entier naturel et
o = (xg,--+,x,) la subdivision de [a, b] définie par

h—
:z:k:a+k—a pour k=0,---,n.
n

Pour tout £ = 1,---,n, en désignant par my et M} respectivement la borne inférieure et
la borne supérieure de g([zx—1,zk]), on a

mg = g(xk—1) et My = g(ag).
Il en résulte que l'on a

5(9,0) = slg,0) = Z(Q(ﬂﬁk} — g(@p—1)) (@p — Tp—1) = (b—a) <g§f) —9(a)) ‘

k=1

En choisissant n assez grand pour que 'on ait 'inégalité

(b—a)(g(b) — g(a))

n

<eg,

on obtient S(g,0) — s(g,0) < e, d’ou l'assertion (th. 7.4).

Théoreme 7.5. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1) f est intégrable sur |a,b].

2) Pour tout € > 0, il existe deux fonctions en escalier 1 et 0 sur [a,b] telles que 'on ait
|f(x) —¥(z)| <0(x) pourtoutx € [a,b] et I(0)<e.

12



Démonstration : Supposons f intégrable sur [a, b]. Soit € un nombre réel > 0. Il existe
deux fonctions ® € ET(f) et o € E7(f) telles que I(P — ¢) < 2¢ (th. 7.3). Posons

P P -
p="22 ot 9=2F

Les fonctions 1 et 6 sont en escalier sur [a,b] et 'on a I(f) < e. Par ailleurs, on a les
égalités
D=0 ot @—h=—0

Pour tout z € [a,b] on a donc
—0(z) = o(z) —¥(2) < f(z) = P(z) < O(x) - P(z) = (),
d’ou |f(z) — ¢¥(x)| < O(x). Inversement, supposons la seconde condition satisfaite. Posons
P=0+¢Y et =9y —060.

Ce sont deux fonctions en escalier sur [a, b]. De plus, ® est dans E7(f) et p est dans £ (f).
Les égalités
I(® — ) =1(20) = 21(0)

et le théoreme 7.3 entrainent alors que f est intégrable.

Théoreme 7.6. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) f est intégrable sur [a,b).

2) 1l existe deux suites de fonctions en escalier (1, )nen €t (0, )nen sur [a, b] pour lesquelles :
(2.1) on a |f(z) — ¢Yn(x)| < 0, (x) pour tout x € [a,b].
(2.2) La suite (1(6,)) est convergente de limite nulle.

Dans ce cas, on a 1’égalité

b
©) | f=tmi@w)
Démonstration : Supposons f intégrable sur [a, b]. Soit n un entier naturel. D’apres le

théoreme 7.5, il existe deux fonctions en escalier 1, et 6,, sur [a, b] telles que 'on ait

1
n+1’

|f(x) — 1, (x)] < 0,(x) pourtout x € [a,b] et I(6,) <

ce qui entraine la seconde condition. Inversement, pour tout € > 0, il existe un entier ng
tel que l'on ait I(6,,) < €. Les fonctions v, et 0,, satisfont alors la seconde condition de
I’énoncé du théoreme 7.5, donc f est intégrable.

13



Il reste a prouver la relation (6). Pour tout n € N, v,, — 0, est dans E7(f) et ¢, + 0, est
dans ET(f). Par suite, on a

I(Whn = 0n) <T°(f) et I7(f) < T(%n + On).
Si f est intégrable sur [a,b], on a I~ (f) = IT(f) = f; f, d’ou les inégalités

b

I(t — 0,) s/ f < T +6,).

On obtient ,
I(6,) < / £ = I(6) < 1(60,),

ce qui entraine (6) vu que la suite (I(6,,)) est convergente de limite nulle.
Remarque 7.3. On retrouve avec les théoremes 7.1 et 7.6 'implication
f continue sur [a,b] => f intégrable sur [a, b].

En effet, d’apres le théoreme 7.1, pour tout entier n > 0 il existe une une fonction en
escalier 1, : [a,b] — R telle que l'on ait

|[f (@) = ¢n()] <

pour tout x € [a, b].

n+1
Les suites de fonctions en escalier (v,) et (6,), ou 6,(x) = n+_1 pour tout z € [a,b],
vérifient la seconde condition du théoréeme 7.6, vu que l'on a I(6,,) = Z:f{ , d’ou 'assertion.

Corollaire 7.5. Si f est intégrable sur [a,b], il en est de méme de la fonction |f|. Dans

/abf‘s/abm

Démonstration : Supposons f intégrable. Soient (¢, )nen €t (6, )nen deux suites de

ce cas, on a

fonctions en escalier sur [a, b] satisfaisant la seconde condition du théoréme 7.6. Pour tout
x € [a,b] on a les inégalités

171@) = [a@)l| < £(@) = u(@)] < ba(a).

Les suites (]¢n|)n e €6 (n)nen satisfont la seconde condition de ce théoreme pour la
fonction | f|, donc |f| est intégrable. Dans ce cas, on a alors (formule (6))

b
101 =t (j).

14



Par ailleurs, pour tout n € N, on a [I(¢,)] < I(|n|) (prop. 7.2). La suite (|I(¢y)|) étant

. . b ~ . ’ . / Id
convergente de limite ‘ fa f }, cela entraine 'inégalité annoncée.

Exemple 7.6. Considérons la fonction f : [0,1] — R définie comme suit. Si = est
rationnel, on a x = %’ ou p et ¢ sont des entiers premiers entre eux et ¢ > 1. On pose alors
f(x) = %. Si z est irrationnel, on pose f(z) = 0. Elle est bornée sur [0, 1]. Démontrons
qu’elle est intégrable sur [0, 1] et que l'on a

(7) /Olfzo.

Soit € un nombre réel > 0. Soit A ’ensemble des éléments x € [0, 1] tel que f(x) > . C'est
un ensemble fini. Soit @ : [0, 1] — R la fonction définie par

O(x)=f(zr) siz€ A et ®(x)=¢ sixn’est pasdans A.
Puisque A est fini, ¢ est une fonction en escalier et pour tout = € [0,1] on a
0< fz) < @),
de sorte que la fonction nulle est dans £7(f) et ® est dans ET(f). L’égalité
I(P) =¢,
et le théoreme 7.3 entrainent alors que f est intégrable sur [0, 1]. Par ailleurs, on a
0<I7(f) et IT(f)<I(®).

Puisque 'on a I~ (f) =IT(f) = fol f, on obtient

Og/lfgl@):a,
0

d’ou I'égalité (7). La fonction f fournit un exemple d’une fonction positive et intégrable
sur [0, 1], d’intégrale nulle sur [0, 1], telle que I’ensemble des points ou elle ne s’annule pas
soit dénombrable et dense dans [0, 1].

Proposition 7.3 (Relation de Chasles). Soit ¢ un point de |a,b|. La fonction f est
intégrable sur [a,b] si et seulement si les restrictions de f a [a,c] et [c,b] sont intégrables
respectivement sur |a, c] et [c,b]. Dans ce cas, on a

®) /abfz/:f+/cbf.
15



Remarquons que dans ’égalité (8), on note encore f les restriction de f a [a, c] et [c, b].
On fera implicitement cet abus de notation pour toute fonction sur [a, b].

Démonstration : Supposons f intégrable sur [a, b]. Soit € un nombre réel > 0. Il existe
deux fonctions en escalier ¢ et ® sur [a, b] telles que 'on ait (th. 7.3)

< f<D et I(P—p) <e.

On a encore ¢ < f < & par restriction & [a, c] et [c, b]. Par ailleurs, d’apres la relation de
Chasles démontrée pour les fonctions en escalier, on a

I(® — @) = Ljap) (P —0) = L1g,q(P — @) + L[cp) (P — ).

Les deux termes de cette somme étant positifs, on donc Iy, (P —¢) < e et I, (P—p) <€,
ce qui prouve que les restrictions de f a [a, c] et [c, b] sont intégrables.

Inversement, supposons f intégrable sur [a, c| et [c, b]. Soit € un nombre réel > 0. 11 existe
deux fonctions en escalier ¢ et ®; sur [a, c] telles que l'on ait sur [a, c] (loc. cit.)

1 < f <Dy et T (P — 1) <

Do M

De méme, Il existe deux fonctions en escalier po et @ sur [c, b] telles que 1'on ait sur [, b

P2 < f< Py et Iiop)(P2—2) <

DO ™

Soient ¢ : [a,b] — R la fonction égale a ¢; sur [a,c| et o sur |e,b], et @ : [a,b] — R la
fonction égale a ®; sur [a,c] et Py sur ]c, b]. Ce sont deux fonctions en escalier sur [a, b]
telles que ¢ < f < ®. Les fonctions & — ¢ et o — o coincident sur [c, b] sauf peut-étre au
point ¢. On a donc (cf. remarques 7.3)

Tap) (P — ) = I1q,q(P1 — 1) + L1 ) (P2 — @2) <&,

ce qui prouve que f est intégrable.
Afin de prouver (8) utilisons le théoreme 7.6. Il existe deux suites de fonctions en escalier
(V¥n)nen €t (0)nen sur [a, b] pour lesquelles on a

(9) |/ (x) = ¢n(2)| < On(z) pour tout = € [a,b],

la suite (I [a,b](ﬁn)) étant convergente de limite nulle. On a alors
b
(10) / f = lim I[a,b](¢n)-
La condition (9) vaut aussi sur [a, c] et [¢, b]. De plus pour tout n, 6,, étant positive, on a

0 < I1qq(0n) < jap(0n) et 0= Iy (0n) < Itap(0n),
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ce qui prouve que les suites (Ijq,¢(6n)) et (14 (65)) sont convergentes de limite nulle. On
en déduit que 'on a (th. 7.6)

c b
(11) | F=tmagn) et [ 5 =tmI.).
L'égalité Ijq ) (¥n) + Ljcp)(¥n) = Ijqp)(¥n) entraine alors

i Iy 4 () = Hm I g () + lim Jpe g (40,

ce qui, compte tenu de (10) et (11), établit la formule (8).

On a défini pour l'instant 'intégrale d’une fonction intégrable sur [a,b] avec a < b.
On peut généraliser cette définition en adoptant les conventions suivantes :

Définition 7.10. Soient a et b des nombres réels avec a < b et f : [a,b] — R une fonction
sur [a, b].

1) Sia = b, on dit que f est intégrable sur [a,a] et I'on pose f; f=0.

2) Si f est intégrable sur [a,b], on pose

[o=-[+

Avec cette définition, on a la relation Chasles généralisée :

Lemme 7.6. Pour tous nombres réels a, b, c, si f est une fonction intégrable sur I'intervalle
[Min(a, b, c), Max(a, b, c)], alors f est intégrable sur chacun des intervalles fermés déter-
minés par a, b, c, et on a I’égalité

/abf=/acf+/cbf-

Démonstration : D’apres la proposition 7.3, f est intégrable sur chacun des intervalles
fermés déterminés par a, b, c. Supposons a < b. On a alors trois cas a considérer. Si I'on a
a < ¢ < b, on obtient directement la formule annoncée (prop. 7.3). Si a < b < ¢, d’apres le
cas déja traité, on a f; f+ [ f=[;f doulégalité

/abfz/:f—/bcfz/:fnt/cbf.

De méme, si 'on a ¢ < a <b, alors [, f+ f; f= fcb f, ce qui conduit a

/abf:/cbf—/caf:/cbf+/acf,
17



d’otu le résultat si a < b. Si 'on a b < a, compte tenu de ce qui précede, on a

a C a
[i=[t+]1
b b c
ce qui, avec la définition 7.10, entraine I’égalité annoncée.

5. Propriétés algébriques

Soient a et b deux nombres réels tels que a < bet f, g : [a,b] — R des fonctions définies
sur [a, b|.

Proposition 7.4. Supposons f et g intégrables sur [a,b]. Alors, quels que soient « et 3
dans R, la fonction af + Bg est intégrable sur [a,b] et 'on a

(12) /abaf+5g:a[f+5[g_

Démonstration : On remarque d’abord que la fonction af + g est bornée sur [a, b],
car tel est le cas de f et g vu qu’elles y sont intégrables. Il existe un couple ((wn), (Hn))
de suites de fonctions en escalier sur [a, b] tel que

() = ¢n(2)] < On(z) pour tout z € [a,b],

et que la suite (1(6,)) converge vers 0 (th. 7.6). De méme, il existe un couple analogue
((¢n), (’yn))pour g:ona

lg(x) — ¢n(z)| < yn(x) pour tout x € [a,b],

et la suite (I(7,)) converge vers 0. Pour tout z € [a,b] on a

(@ +B9)(2)— (@t +B0)(w)| < Jal| (@)= ()| H181|9()~ 60 2)| < Il () +Bln(2).

Par ailleurs, 1’égalité
I(|al0n + |Blvn) = 1 1(8,) + |BI ()

entraine que la suite (I (lal6n + |8 ]'yn)> est convergente de limite nulle. Le couple de

fonctions en escalier (at), + Bon, |a|fy, + |5]|7n) satisfait la seconde condition du théoreme
7.6 pour la fonction af + B¢, ce qui prouve qu’elle intégrable sur [a, b]. D’apres la formule
(6) on obtient

b b b
/leim[(wn), /gzlim]((bn) et /af+ﬂgzlim[(awn+ﬁ¢n).
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Puisque 'on a

I(Oﬂﬂn + B¢n) = a[(wn) + /BI((bn)a
cela entraine (12).

Corollaire 7.6. Supposons que f soit intégrable sur [a,b] et que ’ensemble des éléments
x € [a,b] tels que f(x) # g(x) soit fini. Alors, g est intégrable sur [a,b] et l'on a

[r-f

Démonstration : La fonction g — f est en escalier, donc est intégrable sur [a, b], et 'on
a I(g— f) =0 (remarques 7.3). L’égalité g = (g — f) + f et la proposition 7.4 impliquent
alors que g est intégrable sur [a, b], et que l'on a

/abg=/ab(g—f)+/abf=/abf-

Proposition 7.5. Si f et g sont intégrables sur [a, b], il en est de méme de la fonction fg.

Démonstration : Les fonctions f et g sont bornées sur [a,b] donc fg aussi.

1) Supposons d’abord f et g positives sur [a, b] i.e. f(x) et g(x) sont positifs pour tout
x € |a,b]. Posons

M = Max(Supf([a,b]),Supg([a,b])).

On peut supposer M # 0, auquel cas on a M > 0. Soit € un nombre réel > 0. D’apres le
théoreme 7.4, il existe des subdivisions o et 7 de [a, b] telles que 1'on ait

€ €
S(f,O')—S(f,O')<W et S(g,T)—S(g,T)<m,
ce qui s’écrit aussi (formules (5))
€ €
(13) I(®f,— ¢f0) < o I(®g,r — @g,r) < S

Les fonctions f et g étant supposées positives, pour tout = € [a,b] on a

Yro(x) >0 et ¢4.(x)>0.

En effet, posons 0 = (20, -+, 2,). On a ¢f,(x) = Inff([a;k_l,:z:k]) pour = € |zi_1, x| et
0 est un minorant de f([zx_1,2x]). De plus, on a ¢y o (zx) = f(xx) > 0, d’olt les inégalités
ci-dessus. Puisque 'on a

ro(®) < f(2) < Ppo(z) et @y.(z) < flz) < Oy, (),
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on en déduit que

(14) (0r.00g.7)(@) < (f9)(2) < (PfoPyr)(2).

Par ailleurs, on a les inégalités

Q4 ,(x) < Sup f([a,b]) et Py, (z) < Supg([a,b]).

En effet, pour = € |zy_1, 2% on a @7 ,(z) = Sup f([zk—1,2x]) < Sup f([a,b]) et on a
Q¢ ,(z1) = f(ar). De Iégalité,

(210Pg.)(2) = (L1009 (@) = gr(2) (D10 (2) = 1.0(7) + Q1.0 (2) (D7 (%) — 0.7 (7)),

on déduit alors que

(®1.0%9,7)(@) = (1.000:) (@) < M((P10(@) = 91,0(2)) + (Pgr () = 04,2(2)) ).

Il résulte alors de (13) et de la proposition 7.2 que 'on a

(15) I(®foPgr — 0fopgr) <E.

Les conditions (14), (15) et le théoréme 7.3 entrainent le résultat dans ce cas.

2) Supposons maintenant f et g quelconques. On a 1’égalité fonctionnelle
fg = (f =t f([a,8)) ) (9~ nf g([a.8]) ) +Tnf f([a,b])g + Inf g([a,b])

—Inf f([a,b]) Inf g([a, b]).

Les fonctions f — Inf f([a,b]) et g — Inf g([a,b]) sont positives et intégrables sur [a, b).
D’apres le premier alinéa il en est de méme de leur produit. Il en résulte que fg est
intégrable comme somme de fonctions intégrables (prop. 7.4), d’ou le résultat.

Remarque 7.4. Il est faux en général que la composée de deux fonctions intégrables
soit intégrable. En effet, considérons la fonction f : [0,1] — [0,1] définie dans I'exemple
7.6 et g:[0,1] — R la fonction définie par g(0) =0 et g(x) =1si0 <z < 1. On a vu que
[ est intégrable sur [0, 1] (exemple 7.6) et il en est de méme de g (c’est une fonction en
escalier). Vérifions que g o f n’est pas intégrable sur [0, 1]. On a

gof(r)=1 si x€QnJ0,1] et go f(x)=0 sinon.

Par suite, g o f coincide avec la fonction caractéristique des rationnels sur [0, 1], dont on a
démontré qu’elle n’est pas intégrable sur [0, 1].
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6. Ordre fonctionnel - Formule de la moyenne - Inégalité de Schwarz

Soient a et b deux nombres réels tels que a < bet f, g : [a,b] — R des fonctions définies
sur [a, b]. Rappelons que par définition, on a f > g si pour tout x € [a,b] on a f(z) > g(z).
Dire que f est positive signifie que 'on a f(x) > 0 pour tout x € |[a, b].

Proposition 7.6. Supposons f > g et f, g intégrables sur [a,b]. Alors on a

/abfz/abg-

Démonstration : Posons h = f — g. La fonction nulle minore h donc 0 appartient a
Z~ (h). L’intégrale inférieure de h est un majorant de 7~ (h) et h est intégrable sur [a, b].

On a donc
b b b
o<rw=[n=[1-[4

Proposition 7.7. Supposons f continue positive sur |a,b], et qu’il existe ¢ € [a, b] tel que
Ion ait f(c) > 0. Alors on a
b
/ f>0.
a

Démonstration : Puisque f est continue au point ¢ et que f(c) > 0, il existe o > 0 tel

d’ou l’assertion.

que pour tout z € [a,b] on ait

o= e <a = |f@) - £l < L.
Pour tout z € [a, b] tel que |z — ¢| < a on a donc f(z) > f(;). Posons
[u,v] = [a,b] N [c—a,c+ al.

On au <wv (car a > 0) et f étant positive sur [a,b] on a (prop. 7.3 et 7.6)

szlv.
5y fle)

Puisque f est plus grande que la fonction constante égale a “= sur [u, v], il en résulte que
I'on a (prop. 7.6 et exemples 7.3)

/Ufz(v—U)%C)w,

d’ou le résultat.
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Remarques 7.5.

1) L’assertion de la proposition 7.7 est fausse si 'on suppose seulement f intégrable
sur [a, b] et pas continue, comme le montre ’exemple 7.6.

2) La proposition 7.7 signifie que si une fonction continue positive est d’intégrale nulle
sur [a, b, alors cette fonction est nulle sur [a, b)].

Proposition 7.8. Supposons f intégrable sur [a,b]. Soient m et M respectivement un
minorant et un majorant de f sur |a,b]. Alors on a

m(b—a)ﬁ/ f<M(b-a).

Démonstration : On a les inégalités fonctionnelles m < f < M, dans lesquelles on
note encore m et M les fonctions constantes de valeurs m et M sur [a, b]. On obtient

b b b
[ [se [
Les égalités f: m =m(b—a) et ff M = M(b — a) entrainent le résultat.

Définition 7.11. Si f est intégrable sur [a,b], le nombre réel

=

s’appelle la valeur moyenne de f sur |a,b].

Proposition 7.9 (Formule de la moyenne). Supposons f continue sur [a,b]. Il existe

ro=5s [

Démonstration : On a (prop. 7.8)

¢ € [a,b] tel que 'on ait

b
Inff([a,b]) < ﬁ/a f< Supf([a,b]).

La fonction f étant continue sur [a,b], elle prend toutes les valeurs comprises entre ses
bornes, d’ou I’assertion.

Proposition 7.10 (Inégalité de Schwarz). Supposons f et g intégrables sur |a,b].
Alors, f2, g% et fg le sont aussi et I'on a

6 ([ra) <[ [w
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De plus, si f et g sont continues sur [a,b], I'égalité a lieu si et seulement si f et g sont
colinéaires.

Démonstration : Les fonctions f2, g2, fg et (f+Mg)? pour tout A € R, sont intégrables
(prop. 7.5). Considérons la fonction ¢ : R — R définie pour tout A € R par

b
©(N) :/ (f +Ag)>.

90(/\)2/abf2+2k/abfg+k2/ab9220-

Distinguons deux cas. Si f; g% = 0, puisque ()\) est positif, on doit avoir f; fg =0, dou

On a (prop. 7.6)

'inégalité (16) dans ce cas. Supposons f: g® # 0. Le trinéme () est alors du second
degré en \. Etant de signe constant, son discriminant doit étre négatif, ce qui se traduit
par la condition (16).

Si f et g sont colinéaires, I'inégalité (16) est une égalité. Supposons alors f et g continues
sur [a, b] et que (16) soit une égalité. Si f; g% = 0, parce que g2 est continue et positive, on a
g® = 0 (prop. 7.7) d’ot g = 0, qui est colinéaire & f. Supposons f; g? # 0. Le discriminant
de p(A) étant nul, il existe Ay € R tel que ¢(A\g) = 0. On a donc f:(f + X0g)? = 0. La
fonction (f + Agg)? étant continue positive, elle est nulle, d’ott f = —\gg et le résultat.

7. Sommes de Riemann

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b et f : [a,b] — R une fonction définie
sur [a, bl.

Définition 7.12. On appelle subdivision pointée de [a,b], tout couple (o, () ou
o= (xo, -, Tn) et (= (Ck)1gkgn

sont respectivement une subdivision de [a, b] et une famille de points de [a, b] telles que (j
appartienne a [ry_1,xg) pour k=1,---,n.

Avec les notations de cette définition :

Définition 7.13. On appelle somme de Riemann de f relative a la subdivision pointée
(0,(), le nombre réel

S(f,0,0) =Y F(Ce)(wn — zr1).

k=1

Si f est bornée sur [a,b], on a

I(pfo) < S(f,0,0) <I(Dy).

23



Rappelons que si o = (xq, -+, x,) est une subdivision de [a, b], on note h(o) son pas
i.e. le maximum des xp — xx_1 pour k=1,---,n.

Théoréme 7.7. Supposons f continue sur [a,b]. Pour tout ¢ > 0, il existe a > 0 tel que
pour toute subdivision pointée (o, () de |a,b|, on ait I'implication

b
(17) hio) < a = /f—S(f,cr,C)‘<6.

Démonstration : Soit € un nombre réel > 0. La fonction f étant uniformément continue
sur [a, b] (théoréme de Heine), il existe o > 0 tel que pour tous x et y dans [a, b] on ait

5
b—a’

lz -yl <a=|f(r) - f(y)| <

Soit (o, () une subdivision pointée de [a, b] telle que h(c) < a. Posons o = (xg, -+, x,) et
¢ = (Ck)i<k<n- Vu que ( € [Tr_1, 2k €t que |z — Tx—1] < @, pour tout x € [xf_1, x| on
a|r— (x| < a, dou

[f (@) = f(G)] <

€
b—a

g

Lo, f(G) = < f(@) < J(G) + 5

Il en résulte que l'on a

/ (f(cw—bfa) S/acilfg/g::(f(Ck)erfa)’

k—1

autrement dit,

@) (1@ - 52) < [ 1< a (76 + )

En sommant ces inégalités pour k entre 1 et n, on obtient avec la relation de Chasles

b
S(f,o,C)—sS/ f<S(f.0.0) +¢,
d’ou le résultat.

Remarque 7.6. Le théoreme 7.7 est aussi valable pour les fonctions intégrables
générales pas nécessairement continues. C’est méme, en un sens précis, une caractérisation
des fonctions intégrables. Nous admettrons ici ce résultat (théoréme de Riemann).

Corollaire 7.7. Supposons f continue sur |a,b]. Soit (0y,,(,) une suite de subdivisions
pointées de [a, b] telle que la suite (h(c,)) soit convergente de limite nulle. Alors, la suite
(S(f,0n:¢n)) est convergente et I'on a

b
lim S(f, o0, Cn) :/ £,
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Démonstration : Soit € un nombre réel > 0. Soit a@ > 0 un nombre réel pour lequel la
condition (17) soit satisfaite. Puisque la suite (h(o,,)) converge vers 0, il existe un entier
no tel que l'on ait h(o,) < a pour tout n > ng. On obtient d’apres (17)

b
/ = S(fromCo)| < &

des que n > ng, d’ou 'assertion.

En décomposant [a,b] en n intervalles I3, - - -, I,, de méme longueur, et en choisissant
pour chaque k£ un élément (. de I, on a donc d’apres le corollaire 7.7,

Q)G 1
(18) lim _b—a/a s

n

ce qui justifie la définition de la valeur moyenne d’une fonction continue. D’apres la remar-
que 7.6, cela vaut aussi pour une fonction intégrable générale. En explicitant (18) dans un
cas particulier, on obtient :

Corollaire 7.8. Supposons f continue sur [a,b]. Soit (u,)n>1 la suite de terme général

= A7)

Alors, (uy,) est convergente vers la valeur moyenne de f sur [a,b], autrement dit, on a

1 b
lim u,, = :
imu b—a/af

Démonstration : On applique le corollaire 7.7 avec la suite de subdivisions pointées
(0n7Cn) ou o, = (ZEO, T 7xn) avec Ty = a + kb_Taa et ou ¢, = (gn,k)lgkgn avec Cn,k = Tk-
Onaxp —xp_1= b_T“, donc la suite (h(an)) tend vers 0 et pour tout n > 1, on a

n n

S ) = =03 K0,
k=1

d’ou l'assertion.

Remarque 7.7. D’apres ce corollaire, si f continue sur [a, b], la suite de terme général

n—1

= (e i),

k=0
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est aussi convergente de limite la valeur moyenne de f sur [a,b]. On le constate en remar-
_ f)=f(a)
n = .

)
quant que 'on a u,, — v -

8. Intégrales et primitives

On va démontrer dans ce paragraphe ce que 1’on appelle parfois le théoreme fonda-
mental du calcul différentiel et intégral (théoreme 7.9), qui explique le lien entre la notion
d’intégrale et celle de primitive.

Soient I un intervalle infini de R et f : I — R une fonction définie sur I.

Définition 7.14. On appelle primitive de f sur I, toute fonction F' définie et dérivable
sur I telle que F' = f.

Exemples 7.7.
1) La fonction sinus est une primitive de la fonction cosinus sur R.

2) La fonction logarithme est une primitive de la fonction x — % sur ]0, 4-o00].

)
3) La fonction arc tangente est une primitive de la fonction = — ﬁ sur R.
)

. . N . 1
4) La fonction arc sinus est une primitive de la fonction z +— 7 Sur | —1,1].

Lemme 7.7. Soit F' une primitive de f sur I. Une fonction G définie sur I est une
primitive de f sur I si et seulement si il existe A € R tel que I'on ait F'(x) = G(x)+ A pour
tout x € I. En particulier, si f a une primitive sur I, alors elle en a une infinité.

Démonstration : Si G est une primitive de f sur I, on a G’ = F' = f. La fonction
F— G est donc dérivable sur I et sa fonction dérivée est nulle. Par suite, F'— G est constante
sur I (cor. 6.4). Inversement, si F' — G est constante sur I, alors G est dérivable sur I, et
lon a F' = G’, donc G est une primitive de f sur I.

Définition 7.15. On dit que f est localement intégrable sur I si pour tous x et y dans I
avec x <y, [ est intégrable sur [x,y].

Exemples 7.8. Les fonctions continues sur I sont localement intégrables sur I (cor.
7.3). Il en est de méme des fonctions monotones sur I (cor. 7.4).

Définition 7.16. Supposons f localement intégrable sur I. Soit a un point fixé de I. On
appelle fonction intégrale associée a f et a, la fonction ® : I — R définie par

(19) O(x) = /:lc f pour tout x € I.

Compte tenu de la définition 7.10, le second membre de (19) a un sens que z soit ou
non plus grand que a, et 'on a ®(a) = 0.
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Exemple 7.9. Prenons I = [0,2] et pour f la fonction partie entiere sur I. Elle est
en escalier sur I, donc est en particulier localement intégrable sur I. Soit ® la fonction
intégrale associée a f et 0. Vérifions que 1'on a

O(x)=0 si x€]0,1] et Pz)=x-1 size]l,2]

La fonction f est nulle sur [0, 1[. On a donc ®(1) = 0 (remarques 7.3) et pour tout x € [0, 1]
on a ®(z) = 0. Par ailleurs, pour tout x € [1,2[ on a

<1>(w)=/01f+/1xf=<1>(1)+/1mf=/1mf-

Puisque f est constante égale a 1 sur [1,z], on a flx f =x —1, et cette égalité est aussi
valable si x = 2 (loc. cit.), d’ou 'assertion.

On constate dans I’exemple précédent que la fonction ® est continue sur I. Cela vaut
en toute généralité :

Proposition 7.11. Supposons f localement intégrable sur I. Soient a un point fixé de I
et ® la fonction intégrale associée a f et a. Alors, ® est uniformément continue sur tout
intervalle fermé borné contenu dans I. En particulier, ® est continue sur I.

Démonstration : Soient u et v des points de I tels que u < v. Soit M la borne supérieure
de |f| sur [u,v] (qui existe car f et donc |f| est intégrable sur [u,v]). Il suffit de vérifier
que pour tous z et y dans [u,v], on a

(20) |@(z) — ®(y)| < Mz —yl.

Soient x et y deux éléments de [u, v] tels que x > y (cela n’est pas restrictif). On a

¢(w)—¢>(y)Z/:f—/ayf=[f+/yaf:/;f-

On en déduit I'inégalité (cor. 7.5)

2a) - () < [ Il
y
La proposition 7.8 implique alors
|®(x) — ®(y)| < Nz —y|

ou N est la borne supérieure de |f| sur [y, x]|. Puisque [y, x] est contenu dans [u,v] on a
N < M, d’ou I'inégalité (20) et le résultat.
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Précisons la proposition 7.11 si f est continue sur I, en démontrant dans ce cas
I’existence d’une primitive de f sur [I.

Théoreme 7.8. Supposons f continue sur I. Soient a un point de I fixé et ® : I — R Ila

fonction intégrale associée a f et a. Alors, ® est de classe C' sur I et ® est une primitive
de f sur I.

Démonstration : Soit xg un point de I. Il s’agit de prouver que ® est dérivable en xg
et que 'on a ®'(xg) = f(xg). Soit z un point de I distinct de xg. Posons

Ay, (x) = W.

On a l'égalité

@ () — flg) = — (l?vmwﬁm@u—mo,

r — Xo

autrement dit,

Ay ®(x) — flag) = — (Lﬂﬂw—ﬂm»m)

Tr — X9 o

On a donc

Agy®(z) — f(z0)| = —

o —

L%ﬂ@—ﬂmnﬁ+

0

Posons v = Min(z, zg) et v = Max(z, xg). On a (déf. 7.10)

Lﬂﬂw—ﬂmwﬂz

0

Lﬁﬂw—ﬂm»wy

D’apres le corollaire 7.5, on obtient I'inégalité

1
|z — x|

@ 80y (0) = faw)| < [ |50 = fGao)la.

Soit alors € un nombre réel > 0. Puisque f est continue en x, il existe a > 0 tel que 'on
ait I'implication
telet|t—xol <a=|f(t)— flxo)| <e.

Supposons que = appartienne a Uintervalle |zg — o, xg + «f. Dans ce cas [u, v] est contenu
dans |xg — a,xo + af et 'on a

/j‘f(t)—f(xoﬂdtg/uvszs(v—u):dx—mo.
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On déduit alors de (21) que 'on a
zelet0<|z—az| <a=|A;,®(x)— f(z0)| <e.

La limite de A, ®(z) quand z tend vers x, par valeurs distinctes de x¢, est donc f(xg),
ce qui établit notre assertion.

Corollaire 7.9. Supposons f continue sur I. Soit a un point de I. L’ensemble des primi-
tives de f sur I est formé des fonctions qui a x € I associe fax f+AouXeR.

On en arrive au théoreme fondamental annoncé.

Théoréme 7.9. Soient a et b des nombres réels tels que a < b et f : [a,b] — R une
fonction continue sur [a,b]. Soit F' une primitive de f sur [a,b]. On a ’égalité

([}:F@—F@)
Démonstration : D’apres le corollaire 7.9, il existe A € R tel que 'on ait
F(x) = /mf—l—A pour tout z € [a, b].
On a F(a) = A, d'ou

F(z)— F(a) = / f pour tout z € [a,b],
et le résultat avec z = b.

En conséquence, on peut utiliser le calcul des primitives pour calculer des intégrales
de fonctions continues.

Remarques 7.8.

1) 11 existe des fonctions intégrables sur [a, b] qui ne possedent pas de primitives sur
cet intervalle. Il en est ainsi de la fonction définie sur [0, 1] intervenant dans ’exemple
7.6. Pour le vérifier, on peut utiliser le fait (que ’on n’a pas démontré) que toute fonction
dérivée possede la propriété des valeurs intermédiaires. Si la fonction considérée possédait
une primitive sur [0, 1], elle devrait donc satisfaire cette propriété. Or ce n’est pas le cas,
car par exemple elle prend les valeurs 0 et 1, et tout nombre irrationnel entre 0 et 1 n’est
pas dans son image.

Cela étant, dans le cas ou une fonction intégrable f sur [a,b] possede une primitive
F', on peut démontrer que 1’'on a encore la formule

([}:F@—Fm)
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2) Donnons ici 'exemple d’une fonction f : [a,b] — R qui posseéde une primitive sur
[a, b], mais qui n’est pas intégrable sur [a,b]. Soit g : [0,1] — R la fonction définie par

T

1
:Logsccosz sio x#0 et ¢(0)=0.

g(x)

Elle est dérivable en 0, car pour tout = € ]0,1] on a

1

g(x) —g(0)| _|cosg 1
x " |Logx| ~ |Logx|’
de sorte que 'on a
o) g0
x—0 €T
x#0

Par suite, g est dérivable sur [0, 1] et 'on a ¢’(0) = 0. Posons

f=49,
et vérifions que f réalise la condition souhaitée. Par définition, f possede g comme primitive
sur [0, 1]. Il s’agit de montrer que f n’est pas intégrable sur [0, 1]. On va prouver pour cela
qu’elle n’est pas bornée sur [0, 1]. Soit x un élément de [0, 1]. On a

Logw(cos Ly Lsin 1) —cos%

x x x

f(z) = Loz 1)? si x#0 et f(0)=0.

On a les égalités

Y cos < 0 ot I cos L 0

im =0 e im ——%— =

7 Loga w7 (Loga)’
Posons alors pour x # 0

h(z) = sin%
¥ = xLogx

La suite de terme général

b 1 B 5 +2nm
Z4+2nm) Log(% + 2nm)

tend vers —oo (x). Il en résulte que 'on a

1
li — | ==
lmf(%—i—Zmr) 00,

en particulier, f n’est pas bornée au voisinage de 0, d’ou I’assertion.
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Justifions l'affirmation (x). Il suffit pour cela de prouver 1’énoncé suivant :

Lemme 7.8. On a
Logx

lim =0.

r— 400 €T

Démonstration : Soit x un nombre réel > 1. D’apres le théoreme 7.9, on a

T dt
Logx:/ —.
1t

Par ailleurs, pour tout ¢ > 1 on a 1 < v/t < t, d’ott 'on déduit que

*ode
O<L0g:v§/—:2\/5—1.
L vE Ve

Par suite, on a

Logx < 2

T _ﬁ’

0<

ce qui entraine le lemme.

Notation. Etant donnée une fonction f définie dans un intervalle, pour désigner une
de ses primitives F', s’il en existe, on note souvent

F(o) = [ f(a)da,

sans préciser les limites d’intégration. Par exemple, si f est une fonction de classe C'! sur
un intervalle, on écrit que 'on a

On a ainsi les relations

x dx
e’ :/em dz, Arctg.r:/— Logz = [ —, sinx:/cos.r dr, etc.
x x

Exemples 7.10.

1) On vérifie que l'on a

0 1
d
/0 sinx dr = —cosm + cos0 = 2, /0 1+w$2 :Arctgl—Arctg()zg.

Pour tous nombres réels a et b tels que 0 < a < b, on a

b b
d
—x:Logb—Loga et / x'dx = pour r € Q, r # —1.
T a

a

31



2) De méme, on a

3

est convergente de limite Log 2. En effet, considérons la fonction f : [0,1] — R définie par
f(z) = H% Elle est continue sur [0, 1]. Par ailleurs, on a

Il 1 1<~ . /k
“":ﬁ;1+§zﬁzf<ﬁ>'

k=1

La suite (uy) est donc convergente de limite la valeur moyenne de f sur [0, 1] (cor. 7.8),
qui est précisément Log 2.

9. Intégration par parties

On se limitera au cas des fonctions de classe C!.

Théoréme 7.10. Soient a et b deux nombres réels tels que a < b et f,g : [a,b] = R deux
fonctions de classe C' sur [a,b]. Les fonctions fg' et f'g sont intégrables sur [a,b], et I'on
a I’égalité

b b
(22) / 19 = FD)g(b) - f(a)g(a) - / fa.

Démonstration : Les fonctions f et g étant de classe C!, les fonctions dérivées f’ et
¢’ sont continues donc intégrables sur [a, b]. Par suite, f¢’ et f'g sont intégrables sur [a, b]
(prop. 7.5). Posons h = f'g + fg’. La fonction fg est une primitive de h sur [a, b] et h est
continue sur [a,b]. D’apres le théoreme 7.9, on a donc

b
| b= 19)0) - (f9)(a) = FO)g(b) - fa)gla).
d’ou la formule (22) (prop. 7.4).
Cette formule permet de calculer une quantité massive d’intégrales. On 1’écrit aussi
b b
23) | @)@ do = f@gt)l - [ 1@g() de.
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Avec la notation utilisée pour désigner des primitives, en exprimant le fait que fg est une
primitive de f'g + f¢’, on a

(24) / f(@)g (2) dz = f(x)g(z) — / f(@)g(z) da.
Exemples 7.11.

1) On a
/Logx dr =z Logz — x,

comme on le constate en utilisant la formule (24) avec f(z) = Logx et g(z) = z. Pour
tous a,b € R tels que 0 < a < b, on a donc I'égalité (th. 7.9)

b
/ Logx dx = (bLogb —b) — (aLoga — a).

2) (Intégrale et formule de Wallis) Pour tout n € N posons

1, :/ sin” x dx.
0

Vérifions que pour tout p € N on a

[y

(2p)!

B T 22P (p!)?
- 22p(pl)2 2

(25) I, T

et Iopy1 =

On établit pour cela, en utilisant le théoreme 7.10, une relation de récurrence entre I,, et

I, +o. En posant

f(z)=—cosxz et g(x)=sin""'2a,

on a f'(x) =sinx et ¢'(z) = (n+ 1) sin” z cosx, et 'on obtient avec la formule (23)

x )
Lo = [~cosz sin" T z]Z + (n+ 1)/ sin™ x cos® x dz.
0
Compte tenu de Pégalité cos? z + sin? z = 1, on en déduit la relation

n+1In.
n-+2

In+2 =

Par ailleurs, on a
I() = g et Il = 1,
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de sorte que les formules (25) sont vraies pour p = 0 (on a 0! = 1 par définition). Par
récurrence, on les déduit alors pour tout p € N.
A partir de ce qui précede on obtient la formule de Wallis, a savoir que 1’on a

(2n+1)(2n —1)?(2n — 3)%---3%
(2n)2(2n — 2)2 ... 22 N

(26) lim

S

En effet, pour tout x € [0, g], ona0 <sinz <1, d’on sin"*t! z < sin™ x, puis (prop. 7.6)
I,+1 <1, pour tout n € N.

Par suite, on a
Iopi1 < Iy < Io,—1 pour tout n > 1,

autrement dit, vu que I,, est positif pour tout n, on a

1 S IQn S IQn—l — 14 i’
Ipny1 = Ionga 2n
donc la suite ( 12[211) est convergente de limite 1. En écrivant que 1'on a
n n
T 2k —1 2k
I n — = t I n = ’
w3 (%) o e =155

on obtient pour tout n > 1, ’égalité

Iy, (2n+1)(2n — 1)%(2n — 3)2 ... 32

™
Ioni1 (2n)2(2n — 2)2 .- - 22 2’

ce qui implique (26).

3) Posons

et vérifions que 'on a
(27) limu, = — — —.

On écrit pour cela que l'on a



par suite, on a (cor. 7.8)

1
lim wu,, = / 2 sin Tz dz.
0

On applique alors la formule (23) avec les fonctions

fl@)=a® et gla)= -0
T
On a f'(z) = 2z et ¢'(x) = sinmz, d’on
1 2 1 2 1 1 ) 1
T4 cosTx
/mQSinmsdx: ——W} -l-—/ :L'cosmvdx:—-l-—/ xcosmx dx.
0 T 0 T 0 T T 0

En effectuant de nouveau une intégration par parties avec les fonctions

sin Tx
fl@)=a et g(z)= :
T
on déduit que l'on a
! 2
reosmr dr = ——;,
0 T

et I'égalité (27).

4) Déterminons la primitive de la fonction arc sinus sur [—1,1] qui vaut 1 en 0. La
fonction Arcsin est continue sur [—1, 1]. L’ensemble des ses primitives est formé des fonc-
tions sur [—1,1] qui & @ associe [; Arcsin+\ out A € R (cor. 7.9). La primitive cherchée
est donc la fonction F': [—1,1] — R définie par

F(x) = 1—|—/ Arcsin .
0

Déterminons F' sur l'intervalle ouvert | — 1,1[. On utilise le théoreme d’intégration par
parties avec f(x) = Arcsinz et g(z) = z. On obtient pour tout = € | — 1, 1] I’égalité

xT T t
Arcsint dt = z Arcsinz — / —dt.
/0 0o V1I-—t2

Une primitive de la fonction ¢ — ﬁ est la fonction ¢t — —+/1 — 2. Par suite, on a
F(z) =xArcsinz + 1 —22 pour tout z € | — 1,1].
Soit G : [—1,1] — R la fonction définie par

G(z) = x Arcsinz + /1 —z2 pour tout z € [—1,1].

35



Les fonctions F' et G sont continues en 1. Pour tout € > 0, il existe a avec 0 < a < 1, tel
que l'on ait
|F(z) - F(1)| <e et |G(x)—G(1)|<e,

des que = € |1 — a, 1]. Soit  un élément de |1 — «, 1] autre que 1. On a F(x) = G(x), d’ou
I'inégalité

F(1) - G(1)| < 2,

puis F'(1) = G(1). De méme, on montre que F(—1) = G(—1). On a donc F = G.

5) (Théoréme de Lambert) On va démontrer que les puissances non nulles de
e = exp(1l) sont irrationnelles. Ce résultat est du a Lambert (1761). Plus précisément :

Théoreme 7.11. Pour tout nombre rationnel r non nul, e” est irrationnel.

Démonstration : On a déja prouvé que e est irrationnel. L’idée est ici la méme, on
procede par I'absurde en construisant une suite d’entiers strictement positifs qui est con-
vergente de limite nulle. Tout d’abord, on peut supposer que r est un entier naturel. En
effet, compte tenu de la relation e™" = e%, on peut supposer r positif, de plus étant donnés
p,q € N avec p #£ 0, si e était rationnel, il en serait de méme de (eg)q =eP.

Considérons donc un entier naturel non nul r et supposons qu’il existe des entiers

naturels a et b tels que 1'on ait

Pour tout n € N posons
1
Up = T2"+lb/ e P,(x) dx ou P,(x) =
0

La fonction définie sur [0, 1] qui & = associe e"* P, (x) est continue et positive sur [0, 1], et
n’est pas identiquement nulle (par exemple e? P(3) # 0). D’apres la proposition 7.7 on en
déduit que l'on a

(28) u, >0 pour tout n € N.

Par ailleurs, pour tout « € [0,1] on a 2" (1 —z)™ < 1 et " < ¢", d’ou il résulte l'inégalité

7,.271—&—1

Uy < be”

n!
La suite <’"22$) étant convergente de limite nulle, on a donc d’apres (28)
(29) limu, =0
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Afin de démontrer le résultat, il reste a prouver que pour tout n € N, u, est un entier
naturel. Pour tout NV, apres N intégrations par parties successives on obtient ’égalité

1 S DY [y et COY [T
(30) /0 P, (x)e"dx = Z o [be )(a:)em}o+r—N/0 PN (z)em*dz.
k=0

En effet, cette formule est vraie si N = 0 (une somme vide est nulle par définition).
Supposons qu’elle le soit pour un entier N > 0. La formule (23) utilisée avec

rxT

e
fle)=PM(z) et g(x)=—,
r
entraine qu’elle I’est encore pour l'entier N + 1. Puisque 0 et 1 sont des racines d’ordre
de multiplicité n de P,, la somme intervenant dans le membre de droite de (30) est nulle
pour tout NV tel que N —1 < n — 1. Ainsi avec N = 2n, on obtient

1 2n (_1)k L 1 1
. /0 Falo)e™de = Z Pkl [Pék)(x)em]o + r2n 0 PT(L%)(iU)emdx.
k=n

Par ailleurs, il existe des entiers ay, € Z tels que pour tout x € [0, 1] on ait

2n
2"(1—x)" = Z apzh.
k=n
Pour £ =n,---,2n, on a alors
k!

En particulier,
P(0) e Z pour k=mn,---,2n.

Puisque P, (1 — z) = P,(z), on a la relation
P (z) = (-1)*PM (1 - 2),
de sorte que 1’on a aussi
PF(1)eZ pourk=n,---,2n.

Il en résulte que

(32) (r* ) D [P<k>(x)em} o € L.



Par ailleurs, pour tout z € [0, 1], on a
P (@) = (-1 2

On en déduit les égalités

i ! PT(L2n)(£U)€Txd.CE — (_1)n M /1 e"dr = (_1)n (2%)' (er . 1)
0 : 0 :

r2n
Par suite, on a

1 1
o [ P @ = (-1
0

r2

<T2n+1b)
Compte tenu de (31) et (32), cela établit le fait que u,, soit un entier, d’ou le résultat.

Comme conséquence de ce théoreme :

Corollaire 7.10. Pour tout nombre rationnel r > 0, distinct de 1, Logr est irrationnel.

Démonstration : Supposons Logr = ¢ avec a € Z non nul et b € N. On a

Logr

a
b

r=e =eb,

d’ou une contradiction.

Remarque 7.9. On peut en fait démontrer que pour tout nombre rationnel r non
nul, e” est transcendant sur QQ, autrement dit, qu’il n’existe pas de polynémes non nuls a
coefficients dans QQ dont e” soit racine. De méme, si r est un rationnel strictement positif,
distinct de 1, on peut démontrer que Logr est transcendant sur Q.

10. Formule de Taylor avec reste intégral

Il s’agit de la formule suivante :

Théoreme 7.12. Soient n un entier naturel, I un intervalle de R et f : I — R une
fonction de classe C™ 1 sur I. Quels que soient a et  dans I, on a

(33) fa) =3 @@= / s,
k=0

Démonstration : Procédons par récurrence. Si n = 0 la formule (33) est vraie vu que
f étant de classe C! sur I, on a (th. 7.9 et déf. 7.10)

f@) - s = [ " P



Soit n un entier naturel pour lequel la relation (33) soit vraie. On suppose f de classe
C" 2 sur . 1l s’agit de prouver que (33) est vraie pour l'entier n + 1. D’apres le théoréme
d’intégration par parties, on a

N . . n+1 T T T — n+1
/ f(nJrl)(t)%dt — [_ %f(”ﬁl)(t)} +/ f(n+2)(t)%dt.

L’égalité
_ f\n+1 z _ \n+1
[_ (:I(;n +t)1)! f(wl)(t)} - @En f)l)! friia),

a

entralne alors 1’assertion.

Remarque 7.10. Avec les notations et les hypotheses du théoreme 7.12, supposons
de plus que 0 soit dans I. Pour tout x € I, on obtient la formule de type Mac Laurin

(31) o =3 o+ [ ot

n!
k=0

La fonction f(®*+1) étant continue sur I, elle est bornée sur tout intervalle fermé borné
contenu dans I. Par suite, pour tout x € I, il existe une constante M,,, qui dépend de n,
telle que 1'on ait

|f D) < M, pour tout ¢ € [0,z] ou [, 0].

On déduit alors de (34) 'inégalité

(35) f(z) — Zn:f(k)(o)x_k <M M
— K= 7" (n+ 1)
Exemple 7.12. Si on prend pour f la fonction exponentielle, on a f(*t1) = f

pour tout m, de sorte que M, ne dépend pas de n. Le second membre de (35) étant
alors convergent de limite nulle, on retrouve le développement en série de la fonction

:L.TL
e’ = g —,
n!

n>0

exponentielle

valable pour tout € R. De méme, on retrouve avec (35) les développements en série des
fonctions sinus et cosinus, la constante M,, dans ces exemples pouvant étre prise égale a 1.

11. Formule du changement de variable

Soient a et b deux nombres réels tels que a < b. Posons I = [a, b].
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Théoréme 7.13. Soient u : I — R une fonction de classe C sur I et f : u(I) — R une
fonction continue sur l'intervalle u(I). On a I’égalité

u(b) b
(36) / f(t)de =/ f(u(z))u (z)dz.
u(a) a

Démonstration : Remarquons que d’apres les hypotheses faites, la fonction qui a x
associe f(u(z))u'(x) est continue sur I. Soit F' une primitive de f dans u(I) (qui est un
intervalle car u est continue). Le premier membre de (36) vaut F(u(b)) — F(u(a)) (th.
7.9). Par ailleurs, la fonction G : I — R définie par G(z) = F(u(x)) est dérivable dans I
et pour tout x € I on a

G'(z) = F'(u(2))u'(z) = f(u(z))d(z).

Le second membre de (36) est donc G(b) — G(a) i.e. F(u(b)) — F(u(a)), d’ott le résultat.

Exemples 7.13.

1) Pour tout n € N, on a

Z Z
/ sin” t dt = / cos™ t dt.
0 0

%] et considérons la fonction u : I — R définie par u(z) = § — =«

)
et la fonction f =sin™. On a f(u(z)) = cos™ z, d’olt I'égalité

0 z
/ sin™ t dt = —/ cos™ t dt.
E:d 0

2

En effet, posons I = [0

2) Soit R un nombre réel positif. Vérifions que 'aire d’un disque de rayon R est wR2.
On considere pour cela le «demi-disque»

{(%ZDERZI —R<z<R et Ogygw/}p_wz}.

Soit f : [-R, R] — R la fonction définie par

Il s’agit de déterminer

/ i f(2)da,

qui est par définition 'aire de ce demi-disque. Soit u : [0, 7] — R la fonction définie par
u(x) = Rcosx.

40



Elle est de classe C* sur [0,7]. On a u([0,7]) = [~ R, R] et pour tout z € [0,7] on a
f(u(z))u' (z) = —R*sin® .

D’apres la formule (36) on obtient

—R ™
/ f(x)dx = —R2/ sin? z dz.
R 0

On a cos2x = 1 — 2sin’ z, d’ot

™ g T
sin“z dr = —,
0 2

R
[ swae="2
_R 2

et le résultat apres multiplication par 2.

puis ’égalité attendue

12. Calcul approché d’une intégrale

Etant donnés deux nombres réels a et b et f : [a,b] — R une fonction intégrable
suffisamment réguliere, on va décrire une méthode permettant d’obtenir des valeurs ap-
prochées de fa f. Le principe général est de remplacer f par une fonction g, qui est souvent
une fonction polynome, qui «approche» f, dont on sait calculer I'intégrale entre a et b, et
ensuite d’estimer l'erreur | f: f—- f: g|. On va présenter ici la méthode des trapezes.

Méthode des trapezes

Commengons par remplacer f par son interpolation linéaire g sur [a, b, définie par
I’égalité

b b—a
[ o="5 @+ 1),

Proposition 7.12. Supposons f de classe C? sur [a,b]. Soit M la borne supérieure de Ia
fonction |f®)| sur [a,b]. On a

(b—a)’

M.
12

60 [ F=1t @ S) R avee |RU)| <
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Démonstration : Soit ¢ un élément de |a,b[. Considérons la fonction ¢ : [a,b] — R
définie pour tout x € [a, b] par

f(t) —9(t)

— —(t_a)(t_b)(x—a)(x—b).

On a les égalités

p(a) = ¢(b) = ¢(t) = 0.
D’apres le théoreme de Rolle il existe ¢ € Ja,t[ et d € |t, b] tels que ¢'(c) = ¢'(d) = 0. En
utilisant ce théoreme avec la fonction ¢, on en déduit l'existence d’un élément z € |e, d|
tel que p(?)(2) = 0. Par ailleurs, pour tout = € [a,b] on a

f{t) —9(t)

@ (z) = [P (2) - 2m-

Il en résulte que 'on a

@) (5

50— = TP~ 0yt ),
d’ou I'inégalité u

70— 9] < 2~ axe—v)

Puisque f(a) = g(a) et f(b) = g(b), cette inégalité est valable pour tout ¢ € [a,b]. Vu que

Mﬂ:LZ-LZ7
(b a)?

<mm=u%—ﬁsKMwm%L%wM4mw S,

l'on a

on obtient alors

d’ou le résultat.

On peut affiner la méthode précédente en considérant la subdivision (zg,---,z,) de
[a, b] avec
b—a
n

Ty =a+k

(0 <k <n),

et en appliquant la formule (37) sur chaque intervalle [xy_1,x]. Plus précisément :

Proposition 7.13. Supposons f de classe C? sur [a,b]. Soit M la borne supérieure de Ia
fonction |f®)| sur [a,b]. On a

—_

[\

S
[\

b —a n—1
/ f:bzn <f(a)+22f(l'k>+f(b)>+R(f) avec |R(f) <X 2
¢ k=1
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Démonstration : On écrit que 1'on a

/abf:i Tk ;

k=1YTk—-1

D’apres la proposition 7.12, on a
Tk Tp — Tp— Ty — Tp_1)
/ f= T ) 4 faen) + Relf) avee [Ri()] < 0
Tk—1
ot M, est la borne supérieure de |f®| sur [z;_1,2]. On a
b—
T — Th—1 = T et M, < M,
d’ou il résulte que
(b—a)’
M.
Par suite, on a
b b—a n—1 n
[ 1= (@ 23 s + 7)) + 3 Rl
“ k=1 k=1

avec

> R < X ()] < b_aly,
k=1

k=1
d’ou le résultat.

Exemple 7.14. Evaluons I'intégrale

1
I:/ sin(z?) dz.
0
Pour tout x € [0,1] posons f(x) = sin(z?). On a f'(z) = 2z cos(x?), d’ont
F@ () = 2cos(2?) — 422 sin(2?),

de sorte que la borne supérieure de la fonction |f(?)| est plus petite que 6. Pour tout n > 1,
on a donc (prop. 7.13)

1/ 2 kN2 1
I:%(2I;sm(ﬁ> —l—Slnl)—‘ar avec |Rn‘§2—nQ.

Avec n = 10*, on vérifie que ’'on a
0,3102682 < I < 0,3102684.

Par suite, 0, 310268 est I’approximation décimale de I & 10~° pres par défaut.
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