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1. Espaces affines

Soit E un ensemble non vide.

Définition 10.1. Une structure d’espace affine sur E est la donnée d’un espace vectoriel
V sur R et d’une application E x E — V| notée (A, B) — /ﬁ, tels que les deux conditions
suivantes soient vérifiées :

1) (relation de Chasles) pour tous A, B, C dans E, on a AC = AB + BC.
2) Pour tout A dans E, Iapplication a4 : E — V définie pour tout M € E par

aa(M) =AM,
est une bijection de E sur V.

Terminologie. Les éléments de E sont appelés points. On dit que V est 'espace
directeur de F, ou la direction de E. On notera désormais V = F et 0 le vecteur nul de E.
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On déduit de la relation de Chasles que pour tous A et B dans E, on a

ﬂ:() et 371:—1@.

De plus, si AB = 0, on obtient AB = ﬂ, autrement dit ay(A4) = axs(B), d'ou A = B.
On a donc I’équivalence
AB =0+ A=B.

Exemple 10.1. Tout espace vectoriel X sur R est muni d’une structure d’espace
affine, pour laquelle on a X =X , application X x X — X étant celle qui au couple
(u,v) € X x X associe v — u. Par définition, on a ainsi

(1) b = v — u.
On dit que c’est la structure d’espace affine canonique de X.
Définition 10.2 («Addition» d’un point et d’un vecteur). Soient A un point E

et u un vecteur de E. On définit A + v comme étant le point B de FE tel que AB = u.
Autrement dit, on a A+u = a ;' (u).

Pour tous A € E et u,veﬁ, on a
(2) (A4+u)+v=A+ (u+v).
En effet, si B=A+uet C = B+w, onau—l—v:z‘l-B)—i-B?:@, d’ou C = A+ (u+v).

Notons que si E est un espace vectoriel, 'addition d’un point et d’un vecteur ainsi
définie n’est autre que ’addition de structure sur F.

2. Sous-espaces affines

Soient E un espace affine et F' une partie de E.

Définition 10.3. On dit que F' est un sous-espace affine de E s’il existe un point A dans
F' pour lequel

aa(F)={AM | M € F},
soit un sous-espace vectoriel de E.

Lemme 10.1. Supposons que F' soit un sous-espace affine de E. Pour tout B dans F,
I'ensemble ap(F) est un sous-espace vectoriel de ﬁ, qui est indépendant de B.

Démonstration : Par définition, il existe A dans F' tel que a4 (F') soit un sous-espace
vectoriel de E. Soit B un point de F. Vérifions que 'on a a4 (F) = ap(F'), ce qui établira
I’assertion. Compte tenu de la relation de Chasles, on a

aB(F):{m—E?|MeF}.
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Parce que a4 (F) est sous-espace vectoriel de ﬁ, ap(F) est donc contenu dans a4 (F).
Inversement, si u est un élément de a4 (F'), le vecteur u + AD est aussi dans o A(F) et il
existe M € F tel que u—f—zﬁ — AM.Onau= BM\7 donc u est dans ap(F), d’ou I'égalité

annoncée.

Définition 10.4. Supposons que F soit un sous-espace affine de E. Pour tout A € F, on
dit que a4 (F) est le sous-espace directeur de F, ou la direction de F'. On le note il

L’application F' x F' — F qui au couple (P, Q) € F' x F associe le vecteur ]@ munit
F d’une structure d’espace affine. On dit que c’est la structure affine de F' induite par celle
de F. Dans toute la suite, les sous-espaces affines de F seront considérés comme munis de
cette structure affine.

Lemme 10.2. Supposons que F' soit un sous-espace affine de E. Soit A un point de F'.
Pour tout M dans E, on a I’équivalence

MecF e AM e F.

Démonstration : Soit M un point de E. Si M € F, as(M) = Ad € as(F) = 7.
Inversement, si AM ¢ ﬁ, ona AM = AP ou P € F,dou M = P et M est dans F'.

Lemme 10.3. Soient A un point de E et X un sous-espace vectoriel de E. 1l existe un
unique sous-espace affine de E passant par A et de direction X. C’est I’ensemble a;l(X ).

Démonstration : On a a4s(A) = 0 € X donc A appartient & o' (X) et l'on a
oA (oz;l(X )) = X, ce qui prouve que aZl(X ) est un sous-espace affine de E passant par
A et dirigé par X. Par ailleurs, si H est un sous-espace affine de E ayant ces propriétés,
onaX =aa(H), dott H=a,"(X) et I'assertion.

Lemme 10.4. Supposons que E soit un espace vectoriel. Les sous-espaces affines de E
passant par 0 sont exactement les sous-espaces vectoriels de E.

Démonstration : Si H est un sous-espace vectoriel de F, 0 est dans H et l'on a
ao(H) = H, ce qui prouve que H est un sous-espace affine de E. Inversement, si H un
sous-espace affine de E' contenant 0, 'ensemble ag(H) i.e. H est un sous-espace vectoriel
de E (lemme 10.1).

Lemme 10.5. Soient F; et F5 des sous-espaces affines de E tels que Fy N Fs ne soit pas
vide. Alors Fy est contenu dans F5 si et seulement si F{ est contenu dans }7)’2 .

Démonstration : Soit A un point de F1NF5. Si F} est contenu dans Fs, a4 (F}) = ?’1 est
contenu dans a4 (Fy) = ]?2 Inversement, si M est un point de Fi, alors acs (M) appartient
a ag(Fy). Il existe N € F; tel que as(M) = as(N), dou M = N € F;.
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Lemme 10.6. Soit (F};);c; une famille de sous-espaces affines de E. L’intersection des Fj,
si elle n’est pas vide, est un sous-espace affine de E, et I'on a

R
NE=NE.
il el
Démonstration : Supposons qu’il existe un point A dans 'intersection des F;. On a
par définition au (F;) = ﬁ . Puisque a4 est une bijection, 'image par a4 de l'intersection
des F; est 'intersection des Fj, qui est un sous-espace vectoriel de ﬁ, d’ou ’assertion.

Cela justifie la définition suivante :

Définition 10.5 (Sous-espace affine engendré). Soit X une partie non vide E. On
appelle sous-espace affine engendré par X [l'intersection des sous-espaces affines de FE qui
contiennent X . On le notera < X >. C’est le plus petit sous-espace affine de E contenant X .

Lemme 10.7. Soient X une partie non vide E et A un point de X. Alors < X > est
le sous-espace affine de E passant par A et de direction le sous-espace vectoriel de E
engendré par {AM | M € X}.

Démonstration : Soit H le sous-espace affine de E passant par A et dirigé par le sous-
espace vectoriel V' de E engendré par les vecteurs AN ot M parcourt X. L’ensemble X
est contenu dans H. En effet, si M est un point de X, le vecteur AM appartient a V.
Puisque V = a4(H) (lemme 10.1), il en résulte que M est dans H. Par ailleurs, soit K un
sous-espace affine de F contenant X. Vérifions que K contient H, ce qui prouvera que H
est le plus petit sous-espace affine de F contenant X et le résultat. Compte tenu du lemme
10.5, il suffit de vérifier que V' est contenu dans K. Soit u un élément de V. Tl existe des
réels a; et des points M; € X tels que I'on ait

u = Z a; AM;.
Puisque A et les M; sont dans K, les vecteurs AM, sont dans ?, d’ouu € K et assertion.

Définition 10.6 (Dimension). 1) La dimension d’un espace affine est la dimension sur
R de son espace directeur (éventuellement infinie).

2) Un espace affine de dimension 1 s’appelle une droite. Un espace affine de dimension 2
s’appelle un plan.

Les sous-espaces affines de £ de dimension 0 sont les points. Par définition, les droites
de F sont les sous-espaces affines de F de dimension 1.

Lemme 10.8. Soient A et B des points distincts de E. Il existe une unique droite de E
passant par A et B. C’est le sous-espace affine < A, B > de E engendré par {A, B}. On a

< A B>= {AH@ | AGR}.
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Démonstration : Le sous-espace affine < A, B > a pour direction le sous-espace vec-
toriel de E engendrée par AB (lemme 10.7). 11 est de dimension 1. Ainsi < A, B > est
une droite de E. Par ailleurs, si D une droite de F passant par A et B, le vecteur AB
appartient a ﬁ, done D est la droite de E engendrée par AB. D’ apres le lemme 10.3, on
adonc D =< A, B >. Le lemme 10.2 entraine alors le résultat.

Lemme 10.9. Soient Ag,---, A, des points de E. Posons X = {Ao, e ,An}. Le sous-
espace affine de E engendré par X est

<X>:{A0+ZQA0 }a,GR}

Sa dimension est celle du sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs AgA;.

Démonstration : Un point M de FE est dans < X > si et seulement si Ay M appartient
a la direction de < X > i.e. au sous-espace vectoriel de E engendré par les vecteurs AgA;
(lemmes 10.2 et 10.7), d’ou I'assertion.

Définition 10.7 (Repére affine). Un repére affine de E est un n+ 1-uplet (Ag,- -, Ay)
de points de E tel que le sous-espace affine engendré par {Ao, e ,An} soit F tout entier.

Compte tenu du lemme 10.9, si (Ag, -, A,) est un repere affine de FE, le systeme
(AOAl, e ,AOAn) est une base de E. Pour tout point M € FE il existe alors des réels «;
tels que I'on ait

n
AOM = ZaiAoAz
i=1
Définition 10.8 (Triangle). On appellera triangle de E tout ensemble de trois points

de E non alignés.

Remarque 10.1. Supposons que E soit un plan affine. Soit (A4, B, C') un repere affine
de E. Avec notre définition, I’ensemble {A,B, C } est un triangle de E. Par ailleurs, un
triangle de F détermine six reperes affines de F.

Lemme 10.10. Soient Fy et Fy des sous-espaces affines de E. Soient A; (resp. As) un
point de Fy (resp. F»). On a I’équivalence

F1 N Fy est non vide <= A;A; € Fi + FQ

Demonstratlon k Supposons F; N F5 non vide. Smt A un pomt de F; N F2 On a
A1A2 = A A+ AA2 = AA; — AAj, qui est dans F1 + F2 car AA1 est dans F1 et AAQ

5



est dans 1?2> Inversement, supposons A Ay € l?i + }75 On a A1Ay = uyp + us ou u; € ?Z
Posons A = A; + up. On a (relation de Chasles)

TA=uw eF, ot AgA=—uyc B,

par suite, A est dans F} N Fy (lemme 10.2).

Corollaire 10.1. Soient F; et Fy des sous-espaces affines de E tels que 171> et }7; soient
des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E. Alors F 1 N Fy est un singleton.

Démonstration : D’apres le lemme 10.10, F} N F5 est non vide. Ainsi F; N F5 est un
sous-espace affine de FE (lemme 10.6) et sa dimension, qui est celle de 171> N 17; (loc. cit.),
vaut 0, d’ou 'assertion.

Définition 10.9 (Parallélisme). Soient F et Fy des sous-espaces affines de E.
1) On dit qu’ils sont paralléles, au sens strict, si ZFI = 1?; .
2) On dit qu'’ils sont paralléles, au sens large, si F{ est contenu dans }7)’2 .
Dans la suite, on dira que deux sous-espaces affines sont paralleles, sans autre précision,

pour signifier qu’ils le sont au sens strict. Par exemple, si F/ est un plan affine, deux droites
de F non paralléles se coupent en un unique point (cor. 10.1).

3. Applications affines

Soient F et F' des espaces affines.

Définition 10.10. Soit f : E — F une application. On dit qu’elle est affine, ou que c’est
un morphisme affine, s’il existe une application linéaire r : E o F telle que l'on ait

F(AF(B) = T(zﬁ) pour tous A et B dans E.

Cette condition signifie que le vecteur f(A)f(B ) est une fonction lindaire du vecteur
AB. Puisque tout vecteur de E est de la forme AB , pour A et B convenables dans F, il
existe au plus une telle application linéaire r. Si elle existe, on dit que c’est ’application
linéaire associée a f et on note r = ? Si f: E — F est une application affine, on a donc
I’égalité

(3) FAf(B) = ?(1@) pour tous A et B dans E,
ou 7 . E o F est I’application linéaire associée a f.

Lemme 10.11. Une application affine de FE dans F' est entiérement déterminée par I'image
d’un point et par son application linéaire associée.

Démonstration : Soient f,g: E — F des applications affines. Supposons qu’il existe
A € F tel que f(A) =g(A) et que ? = 7. Soit M un point de E. On a les égalités

FOAF(M) = F (AB) = 7 (AM) = g(A)g(M},
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d’ou il résulte que f(M) = g(M) i.e. que f = g.

On peut préciser ce résultat :

Lemme 10.12. Soient A un point de E, B un point de F' et r une application linéaire de
E dans F. Il existe une unique application affine f : E — F telle que f(A) = B et que
T =

Démonstration : Soit f : F — F l'application définie pour tout M € E par 1’égalité
F(M) = B+ r(AM).

On a f(A) = B. Par ailleurs, pour tous M et N dans F on a

\

FODF(NY = FOM)B + Bf(N) = —r(AM) +r(AN) = r(MN),

ce qui prouve que f est affine et que r est son application linéaire associée, d’ou ’assertion
d’existence. L’assertion d’unicité résulte du lemme 10.11.

Exemples 10.2.

1) Les applications constantes sont affines et leur application linéaire associée est
I’application linéaire nulle. De plus, si f : F — F est une application affine, elle est
constante si et seulement si ? est nulle. En effet, si ? = 0, pour tous A et B dans F, on

a F(A)J(B} =0, d'ott f(A) = f(B).
2) Les translations de E sont des applications affines. Rappelons leur définition.

Définition 10.11 (Translation). Soit f : E — E une application. On dit que c’est une
translation s’il existe un vecteur u € E tel que l'on ait

(4) f(M)=M+wu pour tout M € E.

On dit alors que f est la translation de vecteur u. On note souvent f =t,.

La formule (4) signifie que 'on a Mf(M) = u. La translation de vecteur nul est
'identité de E. Comme conséquence de la relation (2), on obtient pour tous u et v dans
E Végalité

tuty =ty Oty

Lemme 10.13. Les translations de E sont des applications affines. Elles sont caractérisées
par le fait que leur application linéaire associée est I'identité de E.

Démonstration : Soient u un vecteur de E et f la translation de vecteur u. Pour tous
A et B dans F, on a

FA)F(BS = f(AA+AB + Bf (B} = —u+ AB + u = AB,
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ce qui prouve que f est affine et que ? est Didentité de E. Inversement, soit f : E — E une
application affine telle que 7 soit Videntité de E. Soit A un point de F. Posons u = Af (A)
et vérifions que f est la translation de vecteur u. Soit M un point de E. On a les égalités

FAVFOM) = FA)A+ AF(M) = F(A)A+ AM + M (M),
Puisque f(A)f(M) = m, on obtient M f(M) =u i.e. f(M)= M + u, d’ou le résultat.

3) Un autre exemple d’applications affines est donné par les homothéties.

Définition 10.12 (Homothétie). Soit h : E — FE une application. On dit que h est une
homothétie s’il existe un point O de E et un nombre réel A non nul tels que ’on ait

(5) h(M) =0 + AOM pour tout M € E.
On dit alors que h est I’homothétie de centre O et de rapport .

Remarques 10.2.

1)SiA=1,0onah(M)=0+OM ie. Oh(M) = OM, d'ott h(M) = M et h est
I'identité de E.

2) On a h(O) = O. Si XA # 1, alors O est le seul point fixe de h et son centre est
uniquement déterminé.

Lemme 10.14. Les homothéties de E sont des applications affines.

Démonstration : Soit h une homothétie de E. Par définition, il existe un point O de
E et un réel X\ non nul tels que la condition (5) soit satisfaite. Pour tous A et B dans E
on a les égalités

R(A)(B5 = h(A)O + Oh(B) = MAB.

Cela prouve que h est affine et que son application linéaire associée est I’homothétie vec-
torielle de B de rapport A, i.e. ’endomorphisme de E qui a x associe \x.

Proposition 10.1. Soit f : E — F une application affine.
1) Soient G un espace affine et g : F' — G une application affine. Alors go f : E — G est
affine et I’on a g o ? :?o?.

2) Pour que f soit une bijection de E sur F' il faut et il suffit que ? soit une bijection de
sur

3) Si f est une bijection de E sur F, Papplication réciproque f=! : F — E est affine et
—1
Pona f~" = ? . Dans ce cas, on dit f est un isomorphisme affine de FE sur F'.

4) L’image directe d’un sous-espace affine X de E par [ est un sous-espace affine de F.
De plus, on a f(X) = ?(X)



5) L’image réciproque d’un sous-espace affine Y de F' par f, si elle n’est pas vide, est un
-1
sous-espace affine de E. Dans ce cas, on a f_l(Y; = ? (Y).

Démonstration : Soient A et B des points de E.

1) On a les égalités

go f(A)go 7 (F(DF(B)) = 7o F (4B),

d’ou la premiere assertion vu que ¢ o ? est une application linéaire de E dans G.

2) Les applications a4 : £ — E et a ey s F— F sont des bijections et I’on vérifie
que l'on a
agpayo foay’ =7 et OéJ?(lA)O?OOéA =/
ce qui entraine 1’assertion.

3) Soient M et N des points de F. Posons C' = f~}(M) et D= f~1(N). On a

FIO)F(Dj = 7 (CD).

L’application ? étant une bijection de Esur F (assertion 2), on a
CD=T7 " (fO)fD)) ie [IOFT(N)=T (MN),

—1
d’ou le résultat, vu que ? est une application linéaire de T dans E.

4) Soit B un point de f(X). Démontrons que l'on a

(6) as(f(X)) = T (X),

ce qui prouvera que ag ( f(X )) est un sous-espace vectoriel de F et le résultat. Soit A eX
tel que f(A) = B. On a X = a4(X). Soit M un point de f(X). Ona M = f(N) ou N
est dans X. On obtient

= [(F(N) = 7 (AN) e 7 (R).
Inversement, soit v un élément de X. 1l existe P € X tel que u = AP. On a
T(w) =T (AP) = J(AJ(P) = BI(P) = a(f(P)) € ap(f(X)).

Cela établit 1’égalité (6).

5) Supposons qu'il existe un point A dans I'image réciproque de Y par f. Démontrons

que 'on a

(7) as(f ) =T (P),



ce qui prouvera ’assertion. Soit v un élément de a4 ( f _1(Y)). Il existe M € E tel que
w=AM et f(M)ecY.

On a donc ?(u) = f(A) f(M ) € ?, autrement dit u appartient a 'image réciproque de Y
-1
par ? Inversement, soit v un élément de ? (?) OnaV = aga)(Y), d’ott I'existence

d’un point M € Y tel que 7(1}) = f(A)M. Par ailleurs, il existe P € E tel que v = AP
On a alors les égalités

7 (AP) = F(A)F(P) = F(A)M,
d’ott M = f(P) et P appartient & f~1(Y). L’égalité v = a4 (P) entraine alors (7).

Définition 10.13. Deux espaces affines sont dits isomorphes s’il existe un isomorphisme
affine de I'un sur lautre.

Lemme 10.15. Deux espaces affines de dimensions finies sont isomorphes si et seulement
si ils ont la méme dimension.

Démonstration : Soient E et F' deux espaces affines. S’ils sont isomorphes les espaces
vectoriels B et F le sont aussi (prop. 10.1), ils ont donc la méme dimension, et par
définition, tel est le cas de E et F. Inversement, supposons que E et F aient la méme
dimension. Il en est donc ainsi des espaces vectoriels E ot F. s sont donc isomorphes,
i.e. il existe une application linéaire r bijective de E sur F. Soient alors A un point de
E et B un point de F. Il existe une application affine f : E' — F telle que f(A) = B et
que r = ? (lemme 10.12). Parce que 7 est bijective, f l'est aussi (prop. 10.1) et f est un
isomorphisme de E sur F.

4. Reperes cartésiens - Coordonnées cartésiennes

Soit E un espace affine de dimension finie n.

Définition 10.14. Un repére cartésien de E est un couple (O, (ug, - ,un)), ou O est un
point de E et (uy,---,u,) une base de E. On dit que O est lorigine du repére et que
ui,- -, U, en sont les vecteurs de base.

Choisissons un repere cartésien R = (O, (uy,--- ,un)) de E. Notons (e, -+, ey,) la base
canonique de R™. Tl existe un unique isomorphisme affine 6 : E — R™ tel que (0) = 0,
dont I'application linéaire associée G . E — R soit définie par les égalités

?(uz) =e; pouri=1,---,n.
On peut alors «repérer» tout point de E par un élément de R", a savoir son image par 6.
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Définition 10.15. Pour tout point M de FE, les coordonnées cartésiennes de M dans le
repére R sont les coordonnées de O(M ) dans la base canonique de R™.

Lemme 10.16. Soit M un point de E. Les coordonnées cartésiennes de M dans R sont
les coordonnées du vecteur OM dans la base (ug, -, uy) de E.

Démonstration : Par définition de la structure d’espace affine du R-espace vectoriel
R™ (formule (1)), on a

T (OM) = 6(0)0(M) = (M) — 6(0) = 0(M).

Si (aq,- -+, ap) sont les coordonnées de OM dans la base (ug,-+,uy), on a
7(@) = Z Q€
i=1

d’ou (M) = (aq,- -, ) et assertion.
Décrivons la représentation cartésienne des applications affines de F dans le repere R.

Proposition 10.2. Soit f : E — E une application. Elle est affine si et seulement si la
condition suivante est satisfaite : il existe une matrice T de taille (n,n) a coefficients dans
R et (aq,---,a,) € R™, tels que pour tout point M € E, en posant

G(M) = (xl,'--,$n> et 9<f(M>) = (yla"'7yn>7

on ait I'égalité

Y1 T ai
(8) =T )+
Dans ce cas, T est la matrice de ? dans la base (uy,- -, uy).

Démonstration : Supposons f affine. Posons f(O) = A et 0(A) = (a1,--+,a,). Pour

tout M € F on a
Af(M = 7 (OM).

Soit T' la matrice représentant ? dans la base (uy,---,up). Si O(M) = (21, -+, z,) et
0(f(M)) = (y1, -, Yn), on en déduit que (lemme 10.16)

Y1 — a1 x1

yn — Qp Tn
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d’ott la condition (8).

Inversement, soit g ’'application affine de E qui envoie O sur le point de coordonnées
(a1,---,a,) telle que T soit la matrice de g dans la base (uy,---,u,). Pour tout M € E,
on a g(0)g(M) = ?(OW) En posant 0(M) = (z1,- -+, 2n) et 8(g(M)) = (y1," -, yn), On
obtient ’égalité (8). Pour tout M € E on a donc

d’ott g(M) = f(M). Ainsi g = f et f est affine.

Corollaire 10.2. Soit f : R® — R™ une application. Elle est affine si et seulement
si la condition suivante est satisfaite : il existe une matrice T de taille (n,n) a coeffi-
cients dans R et (ay,---,a,) € R", tels que pour tout point (zy,---,x,) € R, en posant
f((:z;l, e ,xn)) = (Y1, ,Yn), on ait I'égalité

U1 X1 ai

Yn Ln Qn,

Dans ce cas, T est la matrice de ? dans la base canonique de R™.
Démonstration : C’est une conséquence de la proposition 10.2, en prenant pour repere

cartésien de R™, celui formé du point (0,---,0) et de la base canonique.

On peut de méme décrire les sous-espaces affines de E en terme de coordonnées
cartésiennes. Limitons nous ici au cas des hyperplans affines de E i.e. aux sous-espaces
affines de E de dimension n — 1.

Soit F' un hyperplan affine de E. Soient A un point de F' et (vy,---,v,_1) une base
de son espace directeur F. Pour tout j =1,---,n—1, notons (a1 j,az;, -,an;) les
coordonnées de v; dans la base (uy,---,u,) : on a

Uj = Z ai,jui.
=1
Posons 0(A) = (aq, -+, ap).

Lemme 10.17. Soit M un point de E tel que (M) = (x1,- -, xy,). Le point M appartient
a F si et seulement si la matrice de taille (n,n)

a1 a12 ... G1p-1 T1— Q1

an,1 Gn2 ... QGpn—1 Tn — 0
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a un déterminant nul.

Démonstration : Le point M est dans F' si et seulement si le vecteur A appartient
AT (lemme 10.2), ce qui se traduit par la condition de I’énoncé.

Exemples 10.3.
Supposons n = 2 i.e. que E soit un plan affine.

1) Soient A et B deux points distincts de E. Posons §(A) = (a1, a2) et 0(B) = (b1, ba).
Soit M un point de E tel que 8(M) = (x,y). Alors, M appartient a la droite < A, B > si
et seulement si le déterminant de la matrice

r — ay b1 — aq
y—az by—as
est nul, autrement dit, si l'on a
(9) ZL‘(bQ - CLQ) + y(a1 - bl) + (CLle - CleQ) =0.

C’est ’équation cartésienne de la droite < A, B > dans le repere R :(O, (uq, UQ)) Notons
que A et B étant distincts, on a a; # by ou bien ay # by. De plus, ’équation de la direction
de < A, B > dans la base (u1, ug) est x(ba —as)+y(a; —by) = 0. C’est I’équation homogene
i.e. «sans second membre) associée a (9). Inversement :

Lemme 10.18. Soient a,b, c des réels tels que (a,b) # (0,0), et D I'ensemble des points
M de E de coordonnées cartésiennes (x,y) dans le repére R vérifiant la relation

axr + by +c=0.

Alors, D est la droite de E passant par le point (—5,0) si a # 0, ou (0, —%) sib=#£0, et
de direction la droite engendrée par le vecteur bu; — aus.

Démonstration : Supposons par exemple a # 0. Le point A de coordonnées (—g, O)

est sur D et a4(D) est la droite de E engendrée par bu; — aus, d’ou 'assertion.

2) Soient deux droites de E d’équations az+by+c = 0et a’z+b'y+ = 0. Elles sont

b
b est nul. En effet, leurs
directions sont les mémes si et seulement si les vecteurs de coordonnées (b, —a) et (b’, —a’)

paralleles si et seulement si le déterminant de la matrice (s,

sont colinéaires.

3) Considérons des droites de E d’équations
ar +by+c=0, dex+by+cd =0 et d'z+b'y+" =0.

13



Vérifions qu’elles sont concourantes ou paralleles si et seulement si la matrice

a b ¢
M=1|d b ¢
a// b// C//

a un déterminant nul. Soit f : R?® — R3 l’application linéaire définie par
f((z,y,2)) = (az + by + cz,d'z + by + z,a"z + by + '2).

La matrice de f dans la base canonique est M. Supposons que son déterminant soit nul.
Dans ce cas, le noyau de f n’est pas nul. S’il existe (x,y,z) € Ker(f) avec z # 0, les
droites sont concourantes en le point de coordonnées (f, %), sinon elles sont paralleles.
Inversement, si elles sont concourantes, il existe un élément de la forme (x,y,1) € Ker(f),
et si elles sont paralleles il existe un élément non nul (z,y,0) € Ker(f). Dans les deux cas

f n’est pas injective, d’ou det(M)= 0.

5. Endomorphismes affines - Points fixes

Soit F un espace affine. Une application affine de E' dans F, i.e. un endomorphisme de
E; qui fixe un point est entierement déterminée par son application linéaire associée. On
a vu qu’il existe des endomorphismes de E sans points fixes, par exemple les translations
de vecteurs non nuls, et d’autres ayant un unique point fixe comme les homothéties de
rapport distinct de 1.

Proposition 10.3. Soit f : E — FE une application affine. Soit A un point de E.
L’application f posséde un point fixe si et seulement si Af (Ai appartient a l'image de
— Idﬁ' L’ensemble des points fixes de f est vide ou bien est un sous-espace affine de

direction le noyau de 7 — Idﬁ'

Démonstration : Soient M un point de E. On a

(10) MM = MA + Af(AS + F(A)F(M = MA + Af(A} +  (AM).
Si M est un point fixe de f, on obtient

Af(A) = F (3A) - A = (T —1a3) OTA),

donc Af(A) est dans l’image de 7 — Idﬁ. Inversement, supposons qu’il existe u € E tel
que (? - Idﬁ) f(A). Posons M = A + (—u). Compte tenu de (10), on a

MF(M) = u+ Af(A) - F(u) =

14



et M est donc un point fixe de f.
Notons alors F' ’ensemble des points fixes de f et supposons F' non vide. Prenons pour A
un point fixe de f et vérifions que 'on a

F={MecE|AM e Ker(] ~1a) }.
Cela prouvera 'égalité a4 (F) = Ker(? — Idﬁ) et établira le résultat. Soit M un point

de F. D’apres (10) on a
0= Mf(M}=MA+ F(AM),
donc AM est dans le noyau de ? — IdE}. Inversement, si M est un point de E' tel que AM

\ AN

soit dans le noyau de ? —Idﬁ, on obtient en utilisant (10) I'égalité M f(M) = Af(A) =0,
d'ou M = f(M) i.e. M est dans F.

Dans le cas ou f possede des points fixes, le sous-espace affine formé de ses points
fixes s’appelle ’axe de f.

Corollaire 10.3. Supposons E de dimension finie. Soit f : E — E une application affine
telle que 1 ne soit pas une valeur propre de ? Alors f posséde un unique point fixe.

Démonstration : D’apres I’hypothese faite, ?—Idﬁ est injectif, donc est aussi surjectif
car F est de dimension finie. L’ensemble des points fixes de f n’est donc pas vide (prop.
10.3). Puisque le noyau de ? — Id—= est nul, la dimension du sous-espace affine formé des
points fixes de f est nulle, il est donc réduit a un point.

Exemple 10.4. Soit f : R? — R3 I'application définie pour tout (z,y,2) € R3 par
f((x,y,z)) =2x+b5y+2—23x+Ty+4z—1l,z4+y—3z+7).

D’apres le corollaire 10.2, f est 'application affine de R? telle que f((O, 0, O)) =(-2,-1,7),
dont l'application linéaire associée est représentée dans la base canonique de R? par la

matrice
1

4
-3

— W N
= =3 o

Son polynéme caractéristique, qui est X2 —6X?2 — 33X — 11, n’admet pas 1 comme racine.
Par suite, f possede un unique point fixe. On vérifie que c’est le point

< 19 34 61)
7749749/

Considérons des sous-espaces affines F' et G de E tels que F et G soient des sous-
espaces vectoriels supplémentaires dans E. D’apres le corollaire 10.1 FNG est réduit a un
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point. Un endomorphisme de E qui fixe les points de F' est entierement déterminé par la
restriction & G de son application linéaire associée. On va définir des endomorphismes de
E dont F soit exactement ’ensemble des points fixes.

Définition 10.16. Soient f : E — E une application affine et A un nombre réel.

1) (Affinité) On dit que f est laffinité de base F, parallelement a G et de rapport A\, si
la condition suivante est satisfaite : on a

(11) f(M)=M pour tout M € F et ?(u) = A\u  pour tout u € G.

2) (Projection) Si la condition (11) est réalisée avec A = 0, on dit que f est la projection
sur F' parallelement a G.

3) (Symétrie) Si la condition (11) est réalisée avec A = —1, on dit que f est la symétrie
d’axe F parallélement a G.

Remarques 10.3.
1) Il existe un unique endomorphisme de E réalisant la condition (11).

2) Si p est la projection sur F' parallelement a G, I'image de p est F. En effet, soient
M un point de E et A un point de F. On a AN =u+vouuéeE F et ve G. On a ainsi
ﬁ(m) = P (u) = u, d’ott Ap(Mi = u et p(M) appartient donc a F.

Avec les notations précédentes :

Lemme 10.19. Supposons que f vérifie la condition (11) avec A # 1. Alors F est
I’ensemble de ses points fixes.

Démonstration : Soit M un point de E tel que f(M) = M. Soit A un point de F.
D’apres I’hypothese faite sur F et 6, il existe u € Fetw € G tels que AM = u + v. Par

ailleurs, on a
A = ?(m) = ?(u) + ?(v) =u+ \v.

Il en résulte que (A — 1)v = 0, d’out v = 0. Ainsi A appartient a ?, et A étant un point
de F, il en est de méme de M (lemme 10.2).

Exemples 10.5.

Soient D; et Dy les droites affines de R? d’équations 2z +3y = 5 et v +y = 2
respectivement. Les droites vectorielles 17{ et 17; , ont pour équations

20 4+3y=0 et x+4+y=0.

Elles sont supplémentaires car u = (—3,2) et v = (1, —1) sont respectivement des bases de
— — o s .
D1 et D5 et ces vecteurs ne sont pas colinéaires.
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1) Vérifions que la symétrie f d’axe D; parallelement & Do est I'application de R?
dans R? définie par I’égalité

f((z,y)) = (5z + 6y — 10, —4x — 5y + 10).

Tout d’abord, I'application f : R? — R? ainsi définie est affine et la matrice de ? dans

_54 _65) On a ?(U) = u et ?(’U) = —v. Par ailleurs, le
point A = (1,1) appartient & D; et f(A) = A. Pour tout M € D; on a donc f(M) = M,

et la condition (11) est satisfaite avec F' = Dy, G = Dy et A = —1.

la base canonique de R? est

2) Vérifions que la projection p sur D; parallelement & Do est 'application de R? dans
R? définie par
p((z,y)) = 3z + 3y — 5, =2z — 2y + 5).

Cette application est affine et la matrice de 7 dans la base canonique est (_32 _32)
Ona 7 (u) =u, P(v) =0 et p(A) = A4, d’ott notre assertion.

6. Mesure algébrique

Soit D une droite affine. On va définir la notion de mesure algébrique sur D, ou sur
ﬁ, relativement & une base de D. Soit e un vecteur de base de D. Pour tous points P et
Q@ sur D, il existe un unique nombre réel \ tel que m = )e.

Définition 10.17. On dit que X\ est la mesure algébrique du vecteur F@ relativement a
e. On note \ = PQ.

La mesure algébrique d’un vecteur de D w'a de sens que si I'on s’est donné une base
de D. En effet, si on change e en ae, ou a est un réel non nul, la mesure algébrique du
vecteur ]@, relativement au vecteur de base ae € 3, est alors divisée par «a. Cela étant,
si P, Q, R et S sont des points de D tels que R soit distinct de S, alors le rapport

PQ
RS’

ne dépend pas de la base choisie de D.

Lemme 10.20. Soit D’ une droite affine et f : D — D’ un isomorphisme de D sur D’.
Pour tous points P, Q, R et S sur D tels que R # S, on a




%
Démonstration : L’application 7 . D = D est un isomorphisme linéaire de D sur
D'. Ainsi 7(6) = ¢’ est un vecteur de base de D’. Posons

]@ —Xe et RS = Le.
Les égalités

FPYF@Q) =T (PQ) =re et FRF(S) =T (RS) = pe,

entrainent alors 1’assertion.
La notion de mesure algébrique permet de définir celle de segment :

Définition 10.18. Soient A et B des points distincts de D. On appelle segment d’extré-
mités A et B, I’ensemble

[Am:{MeD]%gemu}

Remarque 10.4. L’application f : [A, B] — [0, 1] définie pour tout M € [A, B| par

AM
AB’
est une bijection de [A, B] sur [0, 1]. En effet, si f(M) = f(M’), vu les égalités

AN = AMe et AM = AMe,

f(M) =

e
on obtient AM = AM ' puis M = M’, donc f est injective. Par ailleurs, si A est un élément
de [0, 1], il existe M € D tel que AM = \ABe. Puisque AM = AAB, le point M appartient
a[A, B]et f(M)=M\, donc f est surjective.

7. Théoreme de Thales

Thales de Milet est né a Milet vers 'an 625 et est décédé vers 'an 547 avant J.-C.
Soit F un espace affine de dimension finie.

Théoréme 10.1 (Thales). Soient Hy, Hy et Hs trois hyperplans distincts et paralléles
de E. Soient D et D’ des droites non paralléles a ces hyperplans. Posons

On a I’égalité

A1A2 - BlBQ
A A; BiB3
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On notera que la direction des H; et celle de chacune des droites sont supplémentaires,

donc les intersections H; N D et H; N D’ sont réduites & un point. Par ailleurs, les rapports
IAZ Bl B2
et ===

A1 A3 B1Bs

b

sont non nuls et bien définis car les H; sont distincts.

Démonstration : Soit p la projection sur D’ parallelement aux H;. Par définition, p
laisse fixe les points de D’ et P est nulle sur ﬁ; Pour tout M € H;, le vecteur A; M
appartient a ﬁl . On a donc

7 (A = p(A)p(M} = 0,

d’out p(A;) = p(M) et p est constante sur H;. Puisque 'on a p(B;) = B; et que B; est sur
H;, il en résulte que

(12) p(Ai) = B;.

Par ailleurs, p induit un morphisme affine de D dans D’ (remarques 10.3, alinéa 2). On
a ?(AlAé) = BB # 0. Ainsi P’ est un isomorphisme de D sur D', et p est donc un
isomorphisme de D sur D’. La condition (12) et le lemme 10.20 entrainent alors le résultat.

On en déduit le résultat suivant :
Proposition 10.4. Supposons que E soit un plan affine. Soit {A, B, C’} un triangle de E.

Soient M un point de < A, B > distinct de A et B, et N un point de < A,C > distinct de
A et C. Les droites < B,C > et < M, N > sont paralléles si et seulement si on a I’égalité

(13)

=l
||
=l

Dans ce cas, on a alors

AB AC  BC

(14) il
AM AN MN

Démonstration : Si les droites < B,C > et < M, N > sont paralleles, le fait que I'on
ait ’égalité (13) résulte du théoreme de Thales. Inversement, supposons que cette égalité
soit réalisée. Il existe des réels o et (3 tels que l'on ait

AB = oAM et AC = BAN.
D’apres ’hypothese faite, on a o = (. Par ailleurs, on a AB + BC = ,B(W + M?@), ce
qui conduit a ’égalité
BC = BMN.

19



Cela prouve que < B,C > et < M, N > sont paralleles et que
et le résultat.

= [, d’ou I'égalité (14)

=R

8. Barycentres

Soit E un espace affine. Considérons un systeme fini de points pondérés de E, autre-

ment dit, une famille de couples (Ai, ai) indéxée par un ensemble fini I, ou A; € E

i€l
et a; € R. On lui associe 'application ¢ : E — E, appelée fonction vectorielle de Leibniz
relative a ce systeme, définie par

(15) (M) = ZaiMAi pour tout M € E.
el

Théoréme 10.2. 1) L’application ¢ est affine. Son application linéaire associée ¢ de E
4 valeurs dans E est
%= (X 1z
il
2) Si la somme des «; est nulle, ¢ est constante.

3) Supposons que la somme des «; ne soit pas nulle. Dans ce cas, il existe un unique point
G € E tel que p(G) = 0. Pour tout M € E, on a alors I'égalité

=
M A;
(16) MG = ZO‘—_
>
Démonstration : Soient M et N des points de E. D’apres ’égalité (15), on a

P(M)p(NJ = p(N) = (M) = >~ a;NA; = Y a;MA;.

iel i€l

D’apres la relation de Chasles, on obtient

P(M)p(N) = Y NI,

i€l

ce qui entraine la premiere assertion.

Si la somme des o; est nulle, on a ainsi @ = 0 et ¢ est constante (exemples 10.2).
Supposons > a; # 0. Dans ce cas, @ est une bijection de ﬁ, par suite ¢ est une bijection
de E sur E (prop. 10.1). Il existe donc un unique point G € E tel que p(G) =0. On a

P(M) = p(M) = 9(G) = A(G)e(M) = P (GM) = = (3 i) GM = (3 ) MIC,
d’ou I'égalité (16).
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Avec les notations ci-dessus :

Définition 10.19. Supposons > «; # 0. Le point G est appelé le barycentre du systéme
(Ai, ai)iel, ou des A; affectés des coefficients, ou des masses, «;. Si pour tout ¢ € I on a
a; = 1, le point G s’appelle le centre de gravité ou l'isobarycentre des A;.

Remarques 10.5.

Supposons Y a; # 0.
1) Par définition, le barycentre du systéme (Ai, Oéi)i oy st donc 'unique point G € E
vérifiant 1’égalité

2) Supposons que E soit un espace vectoriel sur R. On a F = E. Dans ce cas, les
notions de barycentre et de moyenne se confondent. En effet, en prenant M = 0 dans la
relation (16) (le neutre additif de E'), on obtient

G- > A
>ay ]
et GG est donc la moyenne des A; affectés des coefficients «;.

3) Si 'on modifie les coefficients «; par Aa;, o A est un nombre réel non nul, le
barycentre du systéeme obtenu ne change pas. En prenant A = <Z ai)_l, on peut ainsi

supposer dans une étude de barycentre que la somme des coefficients du systeme vaut 1.

Définition 10.20. Soient A et B des points de E. Le centre de gravité de A et B s’appelle
le milieu du bipoint (A, B). Autrement dit, le milieu de (A, B) est le point G de E tel que

GA+GB=o.

9. Propriétés des barycentres

Soient I un ensemble fini et (Ai,ai) un systeme de points pondérés de E. On

il
suppose que 'on a Y a; # 0. Soit G le barycentre de ce systeme.

Proposition 10.5 (Associativité des barycentres). Soit J une partie de I vérifiant

ZO&j 7£0

JjeJ

la condition
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Soit G’ le barycentre du systéme (Aj, o) jey. Soit G” le barycentre du systéme formé des
points pondérés

(G',Zaj> et (Ag,ar) ou k parcourt I — J.
jeJ

Alors, on a G = G".

Démonstration : Compte tenu de la condition (17), on a 1’égalité

(Zaj)G" "+ Z arG" AL = 0.

jed kel—J

En utilisant la relation de Chasles, on en déduit que

ZO&j(GTA;—f—m> + Z OékGHAk:O.

Jjed kel—-J

Par définition de G’, on a
Z OéjAjEil =0.
JjeJ

Il en résulte que 'on a

— — —
> a;G"A + > G A=) G A =0.
jeJ kel—J iel

D’apres le caractere d’unicité du barycentre (relation (17)), on obtient G = G”.

Corollaire 10.4. Le barycentre d’un systéme de points pondérés ne change pas si I'on
remplace certains des points par leur barycentre, en lui affectant pour masse la somme

des masses affectées aux points considérés (ce qui sous-entend que cette somme n’est pas
nulle).

Exemple 10.6. Soient A, B, C' trois points distincts de E. Notons P (resp. @, R) le
milieu de (B, C) (resp. (C, A), (A, B)). Le centre de gravité de A, B,C est le barycentre
de (A,1) et (P,2),oude (B,1) et (Q,2), oude (C,1) et (R,?2).

Proposition 10.6 (Barycentres et sous-espaces affines). 1) Soit F' un sous-espace
affine de E. Tout barycentre de points de F' appartient a F.

2) Soit X une partie non vide E. Le sous-espace affine engendré par X est ’ensemble des
barycentres des points de X.

Démonstration : 1) Soient I un ensemble fini, (Ai, ai) un systeme de points pon-

iel
dérés de F et G son barycentre. Soit M un point de F. Pour tout i, M A; appartient a
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I’espace directeur F de F. D’apres la relation (16), il en résulte que MG est dans F. Par
suite, G est dans F' (lemme 10.2).

2) Soit < X > le sous-espace affine de E engendré par X. Il contient X. D’apres la
premiere assertion, tout barycentre de points de X appartient a < X >.
Inversement, soit M un point de < X >. Il s’agit de montrer que M est le barycentre de
certains points de X affectés de masses convenables. Soit Ay un point fixé de X. D’apres
le lemme 10.7, ’espace directeur de < X > est le sous-espace vectoriel de F engendré par
les vecteurs m ou N parcourt X. Le vecteur m est dans < X >. Il existe donc un
entier n > 1, des points Aq,---, A, de X et des nombres réels oy, - - -, a, tels que 'on ait

Aolw\ = Z OéiAoAZ'.
=1

En posant
Qg = 1— Z a5,
i=1

on obtient

n n

AOM\ = ZaiAOAz’ d’ou Z OéiMAi =0.

i=0 i=0

Cela prouve que M est le barycentre du systeme (Ai, O‘i)o <icny d'0U le résultat.

Corollaire 10.5. Soient {A, B, C’} un triangle de E et P (resp. Q, R) le milieu de (B, C')
(resp. (C, A), (A, B)). Les droites < A, P >, < B,Q > et < C, R >, i.e. les médianes du
triangle, sont concourantes au centre de gravité de A, B, C.

Démonstration : Soit G le centre de gravité de A, B,C. C’est le barycentre de (A, 1)
et (P,2) (exemple 10.6), donc G appartient a < A, P > (assertion 1 de la prop. 10.6). Par
le méme argument on déduit que G est sur < B,Q > et < C, R >, d’ou 'assertion.

Proposition 10.7 (Barycentres et applications affines). Soient F' un espace affine
et f: E — F une application affine. Soit G le barycentre d’un systeme (Ai’ai)iel de
points pondérés de E. Alors f(G) est le barycentre du systéme (f(Az), ai)

iel
Démonstration : On a
Z ai@ =0.
il
On obtient
ST (@A) =0 te Y af(G)f(A) =0,
iel iel

d’ou l’assertion.

23



10. Coordonnées barycentriques

On suppose dans ce paragraphe que E est un espace affine de dimension finie n. Soit
(Ag, -+, Ay) un repere affine de E.

Proposition 10.8. Soit M un point de E.

1) I existe (ag, - - -, a,) dans R™*! tel que M soit le barycentre du systéme (AZ-, O‘i)o<z’<n'
2) Un tel élément de R™! est unique a une constante multiplicative non nulle preés.
Autrement dit, si (g, -, 8n) € R""! est tel que M soit le barycentre du systéme (AZ-, 51‘);

il existe un réel X # 0 tel que pour tout i =0, ---,n, on ait a; = A\j;

Démonstration : 1) Le sous-espace affine de E engendré par les points A; est E tout
entier (déf. 10.7). D’apres la proposition 10.6, tout point de E est donc barycentre des A;
affectés de masses convenables, d’ou ’assertion d’existence.

2) Soient (ayg, -+, ) et (Bo, -+, Bn) des éléments de R" 1 tels que M soit le barycen-

tre des systemes (Ai, ai) et (Ai, Bi)0<i<n7 et que l'on ait

0<i<n

Zai = Zﬁi =1L
i=0 i=0

Il suffit de prouver que pour tout ¢, on a a; = ;. On a les égalités

iai AZZO et iﬁszO
=0

1=0

D’apres la relation de Chasles, on obtient
S (A + ) =0 ot S 6 (VA 1 AR =0
i=0 '
ce qui conduit aux égalités
e S U v ) S v e
i=1 i=1

La famille (AOAi)l ., étant une base de ﬁ, on a donc «; = [; pour tout 7 entre 1 et n,

<i<
puis ag = By, d’ou le résultat.
Corollaire 10.6. Pour tout point M de E, il existe un unique élément («y,- - -, a,) de

R™*! tel que I'on ait



et que M soit le barycentre du systéeme (Ai, ai)0<i<n.
Définition 10.21. Soient M un point de E et (ag,- -, ay,) un élément de R™*! tels que
M soit le barycentre du systéme (Ai, ai)0<i<n’ On dit que (ag, - - -, a,) est un systéme de
coordonnées barycentriques de M dans le repére affine (Ag, - - -, A,,), étant entendu qu'’il est
unique a une constante multiplicative non nulle prés. On dit que ce systeme est normalisé

si la somme des «; vaut 1.

On dira aussi par abus que le point M a pour coordonnées barycentriques («, - -, @y, )
sans autre précision. Il y a unicité de son systeme de coordonnées barycentriques normalisé
dans le repere donné (cor. 10.6).

Remarque 10.6. Soient M un point de E et («p, - -, a;,) son systeme de coordonnées
barycentriques normalisé dans le repere (Ay, - - -, Ay,). D’apres la formule (16), on a 1’égalité

(18) AOM\ = ZaiAOAi;
=1

de sorte que (aq, -+, ay) est le systeme de coordonnées cartésiennes du vecteur Ay M dans
la base (AOAi)

1<i<n’

11. Cas d’un plan affine

On suppose dans ce paragraphe que E est un plan affine. Soit (A4, B,C) un repere
affine de E. Etant donnés des vecteurs u et v de ﬁ, on notera ci-dessous det(u,v) le
déterminant du systeme (u,v) dans la base (ﬁ , ﬁ) de E.

Proposition 10.9. Soient M un point de E et (a,3,7) son systéme de coordonnées
barycentriques normalisé dans le repére (A, B,C). On a

a:det(m,m), 5:det(m,m) et vzdet(m,m).

Démonstration : Vérifions que l'on a les égalités

(19)  w=det(MB, MC) MA + det(MC, MA) MB + det(MA, MB) MC =0,

(20) det (MB, MC) + det(MC', MA) + det (MA, MB) = 1,
ce qui prouvera le résultat (cor. 10.6). Pour cela, on remarque que
det(w, m) = det(w, m) = det(w, m) =0.
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On en déduit que w est colinéaire a M /\1, MB et M C\" Si w était non nul, les vecteurs
MA et MB seraient colinéaires, donc M serait sur la droite < A, B >. De méme, M
appartiendrait aux droites < A,C > et < B,C >, et les points A, B, C seraient alignés,
d’oll une contradiction et ’égalité (19). Par ailleurs, en utilisant les égalités

MB=MA+AB et MC=MA+AC,
on obtient la condition (20).

Proposition 10.10. Soient P,Q, R des points de E de coordonnées barycentriques res-
pectivement («, 8,7), (&', 58,7, (", 5",~4") dans le repére (A, B,C). Les points P, Q et
R sont alignés si et seulement si la matrice

a B v
Oé, 6/ ,yl
Oé// ﬁ// ,y//

a un déterminant nul.

Démonstration : On peut supposer que la somme des coordonnées barycentriques de
P, @ et R vaut 1. Notons alors d ce déterminant. On constate que d est le déterminant
des matrices

1L 6 v 1B ¥
gy et |0 B'=8 =7,
1 BN ’Y” 0 5// - 6 ’Y” —

d’ou I'égalité
d=(B"-B)" =) - =NEB" -5
Compte tenu de (18) on a

AP = BAB +~AC, AQ =P AB++AC et AR=pB"AB++"AC.
Il en résulte que l'on a
PQ = (8~ B)AB+ (Y —1)AC et PR=(8"-B)AB+(y' —7)AC,

Par suite, on a d = 0 si et seulement si ]@ et ]ﬁ sont colinéaires i.e. si P, () et R sont
alignés.

Exemple 10.7 (Droite de Newton). Soient P, @), R des points de E chacun distinct
de A, B, C. On suppose que P (resp. ), R) appartient a la droite < B,C > (resp. < A,C >,
< A, B >). Vérifions que P, @) et R sont alignés si et seulement si les milieux des bipoints
(A, P), (B,Q) et (C,R) le sont aussi. Si tel est le cas, cette droite des milieux s’appelle la
droite de Newton de (P, @, R) relative a (A, B, C).
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Il existe o € R tel que P ait pour coordonnées barycentriques dans le repere (A, B,C) le
triplet
(0,1, ).

En effet, P appartient a la droite < B,C >, donc c’est le barycentre de B et C affectés de
masses convenables (prop. 10.6, assertion 2). Autrement dit, il existe des réels v; et 7, tels
P ait pour coordonnées barycentriques (0,71,72) (prop. 10.8, assertion 2). Compte tenu
des égalités

NPB+7PC =0 et m+72 #0,

et du fait que P soit distinct de B et C', on a y17v2 # 0. On obtient alors notre assertion en
posant o = 3—? De méme, il existe des réels 8 et v tels que @) et R aient pour coordonnées
barycentriques dans le repere (A, B, C') respectivement

(8,0,1) et (1,7,0).
On a alors les égalités

PB+aPC =0, BQA+QC=0 e RA+~RB=0.

Les points P, @ et R sont alignés si et seulement si la matrice

— X O
2 O
(e o)

a un déterminant nul (prop. 10.10), autrement dit, si 'on a

(21) afy=—1.

Notons I (resp. J, K) le milieu de (A, P) (resp. (B,Q), (C,R)). On a
TA+TP=0 ie. TA+TB+aPC=TA+TIB+a(PI+IC)=0.

En tenant compte du fait que Pl = I_fi, on obtient

(1+a)m+f§+af6:0,

donc I a pour coordonnées barycentriques (1+ «, 1, a) dans le repere (A, B, C'). De méme,
on vérifie que J et K ont pour coordonnées barycentriques respectivement (8,14 3,1) et
(1,7,1+ 7). Par ailleurs, le déterminant de la matrice

1+« 1 leY
15} 1406 1
1 ol 14+~
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vaut 2(afy + 1). Il est donc nul si affy = —1, d’ott 'assertion (prop. 10.10 et (21)).

12. Droites en coordonnées barycentriques dans le plan

Soient F un plan affine et (A, B, C) un repere affine de E. Soient P et () deux points
distincts de E et (o, 5,7), (/,8',v") des coordonnées barycentriques de P et ) dans ce
repere. Un point M de coordonnées barycentriques (z,y, z) appartient a la droite < P, Q) >
si et seulement si le déterminant de la matrice

r Yy =z
Oé/ /8/ ,y/
a B v

est nul (prop. 10.10). Cette condition signifie que 'on a
22 ur +vy+wz=0 avec u=pv—-py, v=ay —d'y, w=dB-apf.
) Y Y Y Y

Les coefficients u, v et w ne sont pas tous égaux. En effet, supposons u = v = w. Puisque
x+y+2z#0,o0n aalors u =v=w =0, autrement dit, les triplets (o, 3,7) et (/,8",7")
sont proportionnels i.e. P = Q.

Définition 10.22. On dit que la relation (22) est I’équation barycentrique de la droite
< P,Q > dans le repére (A, B,C).

Inversement :

Lemme 10.21. Soient u, v et w des nombres réels non tous égaux. L’ensemble des points
de coordonnées barycentriques (x,y, z) dans le repere (A, B, C) tels que uzx + vy + wz = 0
est une droite affine.

Démonstration : Notons D ’ensemble des points M € E de coordonnées barycen-
triques (x,y, z) tels que uz + vy + wz = 0. On peut par exemple supposer w # 0.

Supposons u # w et v # w. Les points R et S de coordonnées (w, 0, —u) et (0, w, —v)
sont distincts et appartiennent a D. On déduit alors de la proposition 10.10 qu'un point
de F est sur D si et seulement si il est aligné avec R et S. Par suite, on a D =< R, S >.

Supposons u = w. On a alors u # v et les points R et S de coordonnées (0, —u,v) et
(1, —u,v — 1) sont distincts et sont sur D. On vérifie comme ci-dessus que D est la droite
passant par R et S.

Si v = w, alors D est la droite passant par les points (v, —u,0) et (—v,u —1,1).

Proposition 10.11. Soient D et D’ des droites d’équations barycentriques
ur +ovy+wz=0 et vr+v'y+w'z=0.
1) On a D = D' si et seulement si il existe A # 0 tel que (u,v,w) = \(u/, v, w").
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2) Les droites D et D’ sont paralléles si et seulement si la matrice

u v ow
u 0w
1 1 1

a un déterminant nul.

Démonstration : 1) Soient f,g: R? — R les formes linéaires définies par
f((z,y,2) =uwz+vy+wz et g((z,y,2) =vz+0y+w'z

Supposons D = D’. D’apres le lemme 10.21, il existe alors deux vecteurs indépendants de
R3 qui sont dans le noyau de f et g. Les noyaux de f et g étant de dimension 2, ils sont
donc égaux engendrés par ces deux vecteurs. Dans le dual de R3, le sous-espace vectoriel
orthogonal a Ker f est de dimension 1, engendré par f. Il en est de méme pour g, donc
f et g sont colinéaires. Il existe donc un réel A non nul tel que f = Ag. Cela entraine la
condition annoncée vu que (u,v,w) et (u',v",w") sont les coordonnées de f et g dans la
base duale de la base canonique de R3. L’implication réciproque est immédiate.

2) L’équivalence est vraie si D = D’. Supposons D # D’. Soit h : R3 — R?
I’application linéaire représentée dans les bases canoniques par la matrice

Compte tenu de la premiere assertion, h est de rang 2 et son noyau est de dimension 1.
Soit (xg, Yo, z0) une base de Ker h. Posons s = z¢ + yo + 20.

2.1) Si l'on a s = 0, il n’existe pas de triplets (z,y, 2) € R? vérifiant les égalités
(23) ur +vy+wz=0, vr+ovy+wz=0 e xz+y+z=1.

Dans ce cas, D N D’ est vide, autrement dit, D et D’ sont paralleles.

2.2) Supposons s # 0. Le point (z,y, z) = (ﬂ % z—o) est alors I'unique triplet de R3

s’ s’ s
vérifiant la condition (23) et les droites D, D’ sont donc concourantes en ce point.
Par ailleurs, on a s = 0 si et seulement si la matrice intervenant dans ’énoncé n’est pas
inversible i.e. si son déterminant est nul, d’ou le résultat.

Remarque 10.7. Avec les notations de la proposition précédente, comme on I'a
constaté dans sa démonstration, si s n’est pas nul, les droites D et D’ sont concourantes

au point de coordonnées barycentriques (xg, yo, 20), ou (Zo, Yo, 20) est une base du noyau
voow

. u
de la matrice PR ,
u v w
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Exemple 10.8. Les droites D et D’ d’équations barycentriques
r+3y+5z2=0 et 2x+4y+72=0,
sont concourantes au point de coordonnées (1,3, —2).
Proposition 10.12. Soient D, D’ et D" des droites d’équations barycentriques
ur +vy+wz=0, vr+iy+wz=0 et uz+v"y+w"z=0.

Elles sont paralleles ou concourantes si et seulement si la matrice

a un déterminant nul.

Démonstration : Si D = D’ = D” 1"énoncé est vrai. On peut donc supposer que deux
de ces droites sont distinctes. Notons M la matrice ci-dessus et d son déterminant.

Supposons d = 0. Dans ce cas, M est de rang 2 (prop. 10.11, assertion 1) et son
noyau est donc une droite vectorielle de R3. Soit (0, Y0, 20) une base de cette droite. Si
Zo + Yo + 20 # 0, le point de coordonnées barycentriques (zg, Yo, 20) appartient a ces trois
droites i.e. elles sont concourantes en ce point. Si xg + yo + 20 = 0, elles sont paralleles
deux & deux (cf. 'alinéa 2.1 de la démonstration de la prop. 10.11).

Inversement, supposons que D, D’ et D” soient paralleles ou concourantes. Si elles
sont concourantes, le noyau de M est non nul, donc d est nul. Supposons qu’elles soient
paralleles. Les droites D et D’ étant paralléles, il existe (zq, %0, 20) € R? non nul tel que
I'on ait (prop. 10.11, assertion 2)

To+yo+20=0, uwg+ovyg+wz =0 et uxg+vyy+wz =0.
De méme, D et D" étant paralleles, il existe (z1,y1,21) € R? non nul tel que

21+ +21=0, uri+oyr +wz =0 et vz +0"y1 +w’"z =0.
Puisque u, v et w ne sont pas tous égaux, les plans de R? d’équations = +y + z = 0 et
uzx + vy + wz = 0 sont distincts. Leur intersection est donc une droite vectorielle de R3.
Les vecteurs (zo, Yo, 20) et (x1,y1,21) appartenant a cette droite, il existe A # 0 tel que

(0, Yo, 20) = A1, Y1, 21). On en déduit 1’égalité

uxg +v"yo + w29 = 0.
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Par suite, le vecteur (zo,yo, 20) appartient au noyau de M. Parce qu’il est non nul, on a
d =0, d’ou le résultat.

13. Quelques théoremes classiques

En application de ce qui précede, on va démontrer certains théoremes classiques de
géométrie affine. On considere dans ce paragraphe un plan affine E. Rappelons que 1’on a
défini un triangle de £ comme étant un ensemble de trois points non alignés de F.

Théoréme 10.3 (Ménélaiis). Soit {A,B,C’} un triangle de E. Soient A’,B’,C’ des
points, chacun distinct de A, B,C, appartenant respectivement aux droites < B,C >,
<A, C>et <A B>. Alors, A’, B" et C' sont alignés si et seulement si on a

AC BA C'B
A'B BC C'A

(24)

Démonstration : Elle est analogue a celle de ’assertion de l'exemple 10.7. Il existe
des réels a, (3, v tels que A’, B, C' aient pour coordonnées barycentriques dans le repere
(A, B, C) respectivement

(25) (0,5, ), (8,0,1) et (1,7,0).
On a les égalités

(26) AB+aA =0, BBA+BC=0 et CA+~CB=0.

Il en résulte que 'on a

A'B B'C C'A
27 —=—q, —=—0 et —=—9.
27 AT 7 ey A
Par ailleurs, les points A’, B’ et C’ sont alignés si et seulement si a5y = —1 (formule (21)),

ce qui se traduit par I’égalité (24).

Corollaire 10.7 (Théoréme du quadrilatére complet). Soient D et D’ des droites
distinctes ayant un point commun A. Soient B et C' (resp. B’ et C’) des points distincts
appartenant & D — {A} (resp. D' — {A}), tels que les droites < C,B’ > et < C',B >
soient concourantes en un point M. Supposons que la droite < A, M > soit concourante
avec les droites < B, B’ > et < C,C" >. Posons

{N} =<B,B'>N<AM> et {P}=<C,C">N<AM>.

Alors, on a
NM PA



Démonstration : On applique le théoreme précédent avec les triangles {A,B,M },
{B,M,C} et {A, M,C’}. On obtient

PA C'M CB B'M C'B AC B'C BA NM _ .
PM C'B CA BC C'M AB B'M BC NA

On en déduit le résultat en effectuant le produit de ces égalités.

On dit que le quadruplet (A, M,N,P) forme une division harmonique. L’énoncé
précédent montre comment construire géométriquement des quadruplets de points alignés
formant une division harmonique.

Théoréme 10.4 (De Ceva). Soit {A,B,C} un triangle de E. Soient A’, B’,C" des

points, chacun distinct de A, B,C, appartenant respectivement aux droites < B,C >,
<A, C > et <A, B >. Les droites < A, A’ >, < B, B’ > et < C,C’ > sont concourantes
ou paralléles si et seulement si on a

/ / /
(28) ACBACB _
A'B BC C'A

Démonstration : Reprenons les mémes notations que (25), les égalités (26) et (27) étant
alors satisfaites. Les coordonnées barycentriques de A, B et C' dans le repere (A, B, C') sont
respectivement (1,0,0), (0,1,0) et (0,0,1). On en déduit que les équations barycentriques
des droites < A, A’ >, < B, B’ > et < C,C’ > dans ce repere sont respectivement

z—ay=0, z—PLz=0 et y—yxr=0.

On vérifie que le déterminant de la matrice

0 —a 1
1 0 —-p
—y 1 0

est 1 — af3y. Les formules (27) et la proposition 10.12 entrainent alors la relation (28).

Théoréme 10.5 (Desargues). Soient {A, B, C’} et {A’, B, C”} des triangles de E. Sup-
posons les conditions suivantes satisfaites :

l)onaA#+ A", B#B etC#C".

2) Les droites < A, B >, < B,C > et < C, A > sont respectivement paralléles aux droites
<A B > <B.,C'>et<(C,A >.

Alors, les droites < A, A’ >, < B, B’ > et < C,C" > sont paralléles ou concourantes.

Démonstration : Dans le repeére (A, B, C'), notons (a1, as, az), (b1, b2,bs) et (c1,cz,c3)
les systémes coordonnées barycentriques normalisés respectivement de A’, B’ et C’. Les
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équations barycentriques des droites < A, A’ >, < B, B’ > et < C,C’ > dans ce repere
sont
asy —asz =0, bgxr—biz=0 et cox—cy=0.

D’apres la proposition 10.12, on vérifie qu’elles sont paralleles ou concourantes si et seule-
ment si on a 1’égalité

(29) CLngCl — agblcg =0.

Les équations barycentriques des droites < A, B >, < B,C > et < C, A > sont respective-
ment
z=0, z=0 et y=0.

De méme, celles des droites < A’, B’ >, < B',C’ > et < ', A’ > sont respectivement
l‘(agbg — a3b2) + y(a361 — a1b3) + Z(CleQ — blag) = 0,
IL’(bQCg — b302) + y(b361 — blcg) + Z(b162 — Clbg) = 0,
l’((IQCg — CL3CQ) + y(a301 — a1c3) =+ z(a102 — Cla2) =0.
En utilisant la seconde condition, on obtient les relations (cf. prop. 10.11)
bg(al + az) — ag(bl + bz) =0,
Cl(bg + b3) — bl(CQ + 63) =0,
= 0.

az(c1 + ¢3) — ca(ay + as)

En utilisant les égalités a; + as + ag = by + by + bs = ¢1 + c2 + c3 = 1, on déduit que
az = bz, ¢1 = by et az = co. Par suite, I’égalité (29) est satisfaite, d’ou le résultat.

Théoréme 10.6 (Pappus). Soient D et D' des droites distinctes de E. Soient A, B,C
des points distincts de D et A’, B',C’ des points distincts de D’. On suppose que ces six
points sont distincts de ’éventuel point d’intersection de D et D'. Alors, en supposant
qu’ils existent, les points

M=<B,0'">Nn<C,B > N=<CA>Nn<AC > P=<AB >nNn<B,A >,

sont alignés.

Démonstration : Les points A, B" et C n’étant pas alignés, le triplet (A, B’, C) est un
repere affine de E. Les point A’ et C’ n’appartiennent pas a la droite < A, B’ > et B est
sur la droite < A, C >. Il existe donc des réels a,a’,b, V', c, ' tels que

(a,a’,1), (b,0,0") et (c,c,1),
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soient des coordonnées barycentriques respectivement de A’, B et C’ dans (A, B’,C). Par
ailleurs, les points A’, B’ et C' étant alignés, on a ’égalité (cf. prop. 10.10)

a = C.

Les équations barycentriques des droites < A, B’ >, < C, B’ > et < C, A’ > sont respec-
tivement
2=0, =0 et dz—ay=0.

On vérifie que celles des droites < B, A’ >, < B,C’" > et < A,C’ > sont
dble+ (b—ab)y—abz=0, Vdz+(b-bc)y—bdz=0 et y—c2=0.
11 en résulte que des coordonnées barycentriques de M, N et P sont (cf. remarque 10.7)
(0,=bc’,t'c—0b), (ac,d'c;a’) et (abl —b,a’t,0).

Le déterminant de ces trois vecteurs dans la base canonique de R? est a’bc’d’(c — a). Il est
nul (car a = ¢), d’ou le résultat (prop. 10.10).
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