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1. Le corps des nombres complexes

On construit ici le corps C des nombres complexes a partir du corps R des nombres
réels, suivant la méthode découverte en 1835 par W. R. Hamilton. On pose par définition

C=R xR,

et 'on munit cet ensemble d’une addition et d’une multiplication, par les formules ci-
dessous. Pour tous (a,b) et (¢,d) dans R x R, on pose

(1) (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) ('addition),

(2) (a,b) x (¢,d) = (ac — bd,ad + bc) (la multiplication).

Théoreme 4.1. Le triplet ((C, =+, ><) est un corps commutatif.

Démonstration : Le couple (C,+) est par définition le groupe produit de deux copies
de (R,+), c’est donc un groupe abélien. L’élément neutre est (0,0), et opposé de (a,b)
est (—a, —b).



Par ailleurs, on déduit directement des formules (1) et (2) que la multiplication est as-
sociative, distributive par rapport a l’addition, commutative, et que son élément neutre
est (1,0). Le triplet (C, +, ><) est donc un anneau commutatif. Il reste a vérifier que tout
élément non nul (a,b) € C est inversible. Cela résulte de 1'égalité

@) g ) = (1.0,

a2+ b2’ a2+ b2

et I'inverse de (a,b) est donc ( ), d’ott le résultat.

_a _ __ b
a2+b27 a2+b2

Tout élément de C s’appelle un nombre complexe. Pour tout z € C, il existe des
nombres réels a et b tels que 'on ait

(3) z = (a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (0,1) x (b,0).
En posant
i=1(0,1),

on obtient I’égalité 2 = (—1,0). On dispose de I'application R — C qui & un réel a associe
le nombre complexe (a,0). C’est un morphisme de corps, donc est injectif (cela est visible
ici directement), et son image est un sous-corps de C isomorphe a R. On identifiera dans
toute la suite R et son image dans C par le morphisme ci-dessus. Avec cette identification,
on a i? = —1, et compte tenu de (3), tout nombre complexe s’écrit de maniére unique sous

la forme a + b avec a et b réels.

Le corps C est naturellement muni d’une structure d’espace vectoriel sur R de dimen-
sion 2 et (1,7) en est une base. On en déduit par exemple :

Lemme 4.1. Soit K un sous-corps de C contenant R. On a K =R ou K = C.
Démonstration : Le R-espace vectoriel K est un sous-espace vectoriel de C, donc sa
dimension sur R est 1 ou 2, ce qui entraine ’assertion.
Comme on 'a déja signalé, la structure du corps ordonné R ne s’étend pas au corps
C. Plus précisément :
Proposition 4.1. Le corps C n’est pas un corps ordonné.
Démonstration : Supposons que C soit un corps ordonné par une relation d’ordre <.

On a1l > 0 (lemme 1.4), d’ott =140 = —1 < 0 puis 72 < 0, et une contradiction (loc. cit.).

Remarque 4.1. Il existe des relations d’ordre totales sur C. Tel est le cas de 'ordre
lexicographique R, pour lequel étant donnés (a,b) et (c,d) dans R?, on a

(a,b)R(c,d) < a<c oubien (a=c et b<d),

2



ou < est la relation d’ordre usuelle sur R. Signalons par ailleurs, que la relation d’égalité
est une relation d’ordre sur C, compatible avec sa structure de corps, qui n’est pas totale.

2. Conjugaison et module

Définition 4.1. Soit z = x + iy un nombre complexe ot x,y € R.

1) On dit z est la partie réelle de z et que y est sa partie imaginaire. On notera x = Re(z)
et y = Im(z).

2) On dit que x — iy est le nombre complexe conjugué de z. On le note Z.
Pour tous z et 2’ dans C, on a

(4) z+zZ=2Re(2), z—-z=2ilm(z), z2=Z<= z€R,

(5) Z4z2z=z42, zZZ =2z, z=

ll

D’apres 'équivalence de (4) et les égalités (5), 'application de C dans C qui a z associe
Z est un automorphisme involutif du corps C, qui laisse fixe les nombres réels. On "appelle
la conjugaison complexe. Inversement :

Lemme 4.2. Soit f un automorphisme du corps C laissant fixe les nombres réels. Alors
f est I'identité ou la conjugaison complexe.

Démonstration : On a f(i)? = f(i?) = f(—1) = —1, donc f(i) est racine du polynome
X%+ 1 € C[X], don f(i) = +i. Puisque f fixe les nombres réels, si f(i) = i, alors f est
I'identité de C, sinon f est la conjugaison complexe.

Définition 4.2. Soit z = x 4+ iy un nombre complexe ot x,y € R. Le module de z est le

nombre réel positif \/2zZ = y/x? + y2. On le note |z|.

Pour tout z € C, on a les égalités

L
(6) A =F2l Jel=l=2] etsiz0 S =

ainsi que les inégalités

(7) [Re(2)] < |z et [Im(2)] <z,

Si z est réel, |z| est la valeur absolue usuelle de z. Comme on ’a déja évoqué dans le
chapitre I, en notant R, I’ensemble des nombres réels positifs :
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Proposition 4.2. L’application de C dans Ry qui a z € C associe |z| est une valeur
absolue sur C. Autrement dit, quels que soient z,z' € C, on a

1) |z| = 0 si seulement si z = 0.

2) |22 = |z[#'].

3) |z + 2| < |z| +|7/| (inégalité triangulaire).

De plus, on a |z + 2’| = |z| + |2/| si et seulement si zz' = 0 ou sl existe t > 0 tel que
z =tz

Démonstration : L’assertion 1 est immédiate. Soient z et z’ des nombres comlexes. On
/‘2
)

a |z2']? = (22')(27') = |2]?|2'|?, d’ou |22/| = |z||#’|. Par ailleurs, on a

(8) lz+ 22 =(2+2)EZ+7) =22+ |72 + 22" + 2=

Posons Z = z2/. On a Z + Z = 2Re(Z), et d’apres la premiere inégalité de (7), on obtient
Z+Z<2|Z|.

Puisque I'on a | Z] = |z||2/| = |2||2'], il en résulte que

|2+ 217 < [z + '] + 202l]2'] = (2] + [2])?,

d’ou I'inégalité triangulaire.
Sizz/ =0,ona|z+2|=|z|+ || Siz=1tz out >0, on ales égalités

242 = 't + DI = |(t+1) =t + 2] = [2] + |2

Inversement, si |z+2| = |z|+|2’|, d’apres (8) on a Z+Z = 2|z||2| = 2|Z|,d’ou | Z| = Re(Z)
et Z est dans R,. Si z2’ est non nul, on a alors

2=tz avec t=—— >0.

Lemme 4.3. Quels que soient z et 2z’ dans C, on a
2] = ]| < [z = #'|.

Démonstration : Cela résulte de 'égalité z = (2 — 2’) + 2’ et de I'inégalité triangulaire.
Notons U 'ensemble des nombres complexes de module 1. Posons C* = C — {O}
Lemme 4.4. L’ensemble U est un sous-groupe du groupe multiplicatif C*.

Démonstration : L’application C* — R* qui & z associe |z| est un morphisme de
groupes (assertion 2 de la prop. 4.2) de noyau U, d’ou ’assertion.
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Lemme 4.5. Tout nombre complexe non nul z s’écrit de facon unique sous la forme
z = Au, out A est un nombre réel strictement positif et u est dans U.
Démonstration : Soit z € C non nul. On a
z
z=|z|]—
z

)
2]
et le module de Bl est 1, d’ou 'assertion d’existence. Par ailleurs, si 'on a A\u = uv ou

A > 0et u,v € U, en égalant le module des deux membres de cette égalité, on obtient
A= p, puis u = v.

Signalons le résultat suivant qui a de tres nombreuses applications.

Proposition 4.3 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soient n un entier > 1 et (a;)i<j<n,
(bj)1<j<n des familles de nombres complexes. On a

() E)

C’est une conséquence du lemme suivant :

n
E ab;
=1

Lemme 4.6. Soient a et b des nombres réels. Pour tout t > 0, on a
2ab < t2a® + t72b2.

On a I’égalité si et seulement si b = at?.

En effet, il suffit de remarquer que 1'on a (ta —t~1b)% > 0.

Démonstration de la proposition : On a I'inégalité

n
<> lalib;l,
5=0

n

> ajb;

J=0

de sorte que 'on peut supposer que les nombres a; et b; sont des réels positifs. D’apres le
lemme, quels que soient t >0 et j =1,---,n, on a alors

2ajbj S tQCl? —I— tin?,

d’ou il résulte que

QZajbjthA—i—t_QB avec A:Zcﬁ et B:Zb?.
j=1

Jj=1 Jj=1



On peut supposer que I'on a A > 0 et B > 0, sinon tous les a; ou bien tous les b; sont
nuls, et dans ce cas le résultat est immédiat. Compte tenu du lemme, 21/ AB est le plus
grand des minorants de 1’ensemble

{t2A +t?B |t > 0}.

En effet, 2/ AB est un minorant de cet ensemble et 'on a 2vVAB = t?A + t~2B pour
t= 4/ %. On en déduit que 'on a

Z ajbj S \% AB7
j=1

d’ou le résultat.

3. La fonction exponentielle complexe

Il y a deux fagons classiques a priori de définir la fonction exponentielle complexe.
Celle dont on a déja fait allusion avec la formule (10) du chapitre III, qui est sans doute
la plus courante, ou bien celle qui va suivre, qui a ’avantage de permettre de démontrer
la formule d’addition, exp(z + z’) = exp(z) exp(z’) valable pour tous nombres complexes z
et 2/, sans avoir recourt a la théorie des séries numériques proprement dite. La définition
que 'on va adopter ici repose sur ’énoncé suivant :

Théoreme 4.2. Soit z un nombre complexe. La suite de terme général

Un(2) = (1+ %)n

Définition 4.3. Pour tout z € C, la limite de la suite (un(z)) est appelée exponentielle

est convergente.

de z.

Démonstration du théoreme 4.2 : On commence par démontrer que pour tout nombre
réel z > 0 la suite (u,(z)) est convergente. On en déduit ensuite que la suite (u,(2)) est
de Cauchy, ce qui, compte tenu du critere de Cauchy, établira le résultat.

Pour tous entiers n > 1 et kK > 0, posons

k—1
ak(n):H(l—l) si 0<k<n et ag(n)=0 si k>n.
j=1

n

Notons que ag(n) = a1(n) = 1, car par convention un produit vide vaut 1.
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Lemme 4.7. Soit x un nombre réel positif. La suite (un(z)) est convergente.

Démonstration : D’apres la formule du bindme de Newton, pour tout n > 1, on a

(9) un(w) = an(n) o
k=0

Pour tout k € {O, e ,n} on a 0 < ax(n) < 1. Par suite, x étant positif, on a
" gk
(10) <> 0
k=0

Par ailleurs, on a vu que la série de terme général %L est convergente D’apres (10), la s
(un(2)) est donc majorée par la somme de la série Y Z+ o Verlﬁons alors que ( n()) est
croissante, ce qui prouvera le résultat. Pour tout j € {1, 1} onal——dz>1-— %,
d’ou 'on déduit que

(11) ar(n+1) > ag(n) pour tout k € {0,---,n}.

Puisque z et a,41(n + 1) sont positifs, il en résulte que

n+1 n k
x
Upt1(x) = g k_ g n+1—>un( )

d’ou Passertion.

Démontrons que la suite (un(z)) est de Cauchy. Considérons pour cela des entiers p
et g tels que ¢ > p > 1. On a Pégalité (cf. (9))

p Sk
Z ar(q ! - Z ak(P) 75
k=0

Par définition, on a ax(p) =0sik=p+1,---,q, d'ou

‘“q — up(2 ‘_

p Lk q Lk
Zak(p)y = ax(p) -
k=0 k=0
On obtient ainsi
q k
z
k=0
d’ou I'on déduit 'inégalité
q EL
(12) lug(z) — up(z)| < Z |ak(q) — ak(p)‘ﬂ-
k=0



Par ailleurs, on a
ar(q) > ax(p) pour tout k € {0, e ,q}.

En effet, on a

1l—=>1—= s j=1,---k—1,
q p
d’ou
k—1 , k—1
ak(Q):H(l—l)Z (1—1)2%(1)) si 0<k<p
A ¢/ T U
j j
On a donc
q k q k q k
z z z z
Zlak )~ )] A = 3 (onte) o) 2 = a0 - S
k=0 k=0 k=0

En utilisant de nouveau le fait que ax(p) = 0 si k > p, on obtient

Za L S 2
T

k=0

D’apres (12) et (13), il en résulte que 'on a

(14) |uq(2) = up(2)| < ug(|2]) —up(l2]) < Jug(l2]) = up(J2])]-

D’apres le lemme 4.7, la suite (u,(|2|) est convergente. Elle est donc de Cauchy. L’inégalité
(14) entraine qu’il en est de méme de la suite (u,(z)). D’apres le critere de Cauchy, elle
est donc convergente. Cela termine la démonstration du théoreme.

Par restriction a R, on obtient ainsi la fonction exponentielle réelle. La définition 4.3
est compatible avec la formule (10) du chapitre III : on a vu que pour tout z € C la
série > 'fl—r; est convergente, et ’on peut démontrer que sa somme est la limite de la suite
(un(z)). On se limitera ici a prouver I’énoncé particulier suivant :

Proposition 4.4. Soit x un nombre réel positif. On a I’égalité

n

limu,(z) = Z %

n>0

Démonstration : Par passage a la limite, il résulte de (10) que l'on a

(15) lim u, () <Y Z—T

n>0



Fixons alors un entier m > 1, et considérons un entier n > m. Tous les termes du second
membre de (9) étant positifs, on a

m k
x
(16) Un(z) =) ar(n) -
k=0
Quand n tend vers I'infini, le second membre de (16), qui comporte m + 1 termes ou m est

k=0

fixe ne dépend pas de n, tend vers

w|€%

On en déduit I'inégalité
. — zF
lim w,, (z E_ R

La limite de (un(z)) est donc un majorant de chacune des sommes partielles de la série
> % Puisque sa somme est le plus petit des majorants de I’ensemble de ses sommes
partielles, on a donc

(17) lim u,, (x) > Z %,

d’ou le résultat ((15) et (17)).

D’apres ce qui précede, on dispose désormais de la fonction exponentielle complexe,
que I'on notera provisoirement, et occasionnellement par la suite,

exp: C — C,

définie pour tout z € C par
exp(z) = limu,(2).

Propriétés de la fonction exponentielle

Tout d’abord, on a
(18) exp(0) =1 et exp(l)=ce.

En effet, on a u,(0) = 1 pour tout n > 1, et la seconde égalité résulte de la proposition
4.4 et de la formule (6) du chapitre III.

Théoréme 4.3 (Formule d’addition). Soient z et 2’ des nombres complexes. On a
exp(z + 2') = exp(2) exp(z').
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Démonstration : Pour tout n > 1, on a

(19)  un(2)un(2)) = <1+ %)n(u %/)n = <1+ Zzzl>n(1+ n2+;é+zl))n.

Le théoreme est une conséquence de 1’énoncé suivant :

Lemme 4.8. Soient a et b des nombres complexes. La suite de terme général
a n
1+
< n? + nb)

Démonstration : Soit n un entier > 1. D’apres la formule du bindbme de Newton, on a

a . ak “nn—1)---(n—k+1)a"
1+ -2 ) =Sk % 4 .
( * n? + nb) Z " (n? + nb)k + Z klnk(n + b)k

est convergente de limite 1.

k=0 k=1
Pour tout k compris entre 1 et n, on a
—1)---(n—k+1 1
nin—1) 15” Dy o Lan
n k!

On en déduit I'inégalité

IA

a " i a |k
1 —1 ’ ‘
‘( +n2—|—nb) ‘ Zn—i—b

k=1

Par ailleurs, on a n — |b| < |n + b|. Il en résulte que si 'on a n > |b|, alors

n n k
a |al
1+ ——— -1 <E
K +n2+nb) ‘_k_1<n—!b|>

Pour tout x e R tel que 0 < x < 1, on a

Des que n > |a| + |b], on a donc I'inégalité

(1 ) <% ()

ce qui entraine le résultat, car la suite de terme général le second membre de (20) converge

vers 0.
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On en déduit le théoreme 4.3 par passage a la limite quand n tend vers 'infini dans
I'égalité (19).

Corollaire 4.1. Soit z un nombre complexe. On a

1 Z) = exp(z
exp(z) # 0, eXp(—Z>:exp(z) et exp(z) = exp(z).

Démonstration : D’apres le théoréeme 4.3, utilisé avec 2/ = —z, et (18), on a

1 = exp(=) exp(—2),

d’ou les deux premieres assertions. Par ailleurs, pour tout n > 1 on a

Un<§) = Un<2) et |un(z) - GXp(Z)‘ = ‘un<z) - exp(z)|,
ce qui entraine la propriété de conjugaison.

Corollaire 4.2. Pour tout x € R, on a exp(z) > 0.

Démonstration : On a exp(x) # 0 et

exp(z) = <exp(§>)2 > 0.

Notation. Pour tout z € C, on notera le plus souvent e* ’exponentielle de z, plutot
que exp(z). Cette notation, qui est la plus courante, est justifiée par la formule d’addition et
les égalités (18). Elle est compatible avec la définition de la fonction puissance a exposants
rationnels donnée dans le chapitre I. En effet, si z = § avec p € Z et g€ N, on a

6 = (9(2)) = e G -

de sorte que e* est dans ce cas la racine g-ieme positive de e” (cor. 4.2).

Corollaire 4.3. 1) Pour tout t € R, on a |¢’| = 1.

2) Soit z = = + iy un nombre complexe ot x et y sont dans R. On a
}ez‘ =e”.

Démonstration : Soit ¢ un nombre réel. On a e = e~ *. On a ainsi

d’olt |e’| = 1. D’apres I'égalité e* = e®e™, on obtient |e*| = e®|e¥| = e* (cor. 4.2).
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4. Les fonctions réelles cosinus et sinus

Définition 4.4. 1) La fonction cosinus est la fonction définie sur R a valeurs dans R qui
a x associe la partie réelle de e**. On la note cos. On a ainsi

cosx = Re(eix) pour tout x € R.

2) La fonction sinus est la fonction définie sur R a valeurs dans R qui a x associe la partie
imaginaire de e**. On la note sin. On a ainsi

sinx = Im(em) pour tout x € R.

Par définition, on a donc pour tout z € R,
(21) e = cosx + isin,
et les relations, appelées souvent formules d’Euler,

eim + e—i:r ) ei:r - e—ix
(22) cosr = —————— et smr = ———
2 21

Les fonctions cosinus et sinus sont parfois appelées les fonctions circulaires réelles.
Premieéres propriétés des fonctions cosinus et sinus

Lemme 4.9. 1) On a cos0 =1 et sin0 = 0.

2r=1.

2) Pour tout x € R, on a cos? x + sin
3) Les fonctions cosinus et sinus sont a valeurs dans l'intervalle [—1,1].
4) Pour tout z € R, on a cosx = cos(—z) et sin(—z) = —sinz.

5) Pour tous z et y dans R, on a
cos(z +y) =cosxcosy —sinxsiny et sin(x +y) =sinxcosy + coszsiny.

Démonstration : La premiere assertion résulte de (21) vu que ¢” = 1. La seconde se
déduit de (21) et du corollaire 4.3, et elle entraine directement la troisieme. Par ailleurs,
w — eir d’olt cos(—z)+isin(—z) = cosz —isinz et la quatrieme
assertion. Quant a la derniere, elle résulte de 1’égalité

pour tout x € R, on a e~

Ty — ez(az—i—y)7
en égalant les parties réelles et imaginaires des deux membres.
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Proposition 4.5 (Formule de De Moivre). Quels que soient x € R et n € Z, on a
(23) (cosz + isinx)" = cosnx + isinnx.

pour tout n € N. Soit
alors n un entier relatif négatif. En posant m = —n, on a donc e™* = (eim)m, d’ou en

Démonstration : D’apres le théoreme 4.3 on a ™% = (e”)

utilisant le corollaire 4.1,

et la formule (23).

Pour tout « € R et tout n € N, cette formule permet de calculer cosnx et sinnz en
fonction de cosz et sinzx.

Corollaire 4.4. Soient x un nombre réel et n un entier naturel. Soient r et s les parties
entieres respectivement de 3 et ”T_l On a

- (sinz) zj,

cosnr = Z C27(—1) (cos )
§=0

s . '
s = Y G (1) eon)" P (sin)
7=0

Démonstration : On a

n
(cosz +isinz)" =) CF(cosz) ki (sin :z:)k

k=0

On obtient alors le résultat en séparant les parties réelles et imaginaires du second membre
de cette égalité, en tenant compte du fait que i? = —1.

Zr=1 permettent d’exprimer cos nx comme un

Ces formules et 1’égalité cos? x + sin
polynoéme de degré n en cosz, et sinnx comme le produit de sinz par un polynoéme de
degré n — 1 en cosz. On peut expliciter ces polynomes par une relation de récurrence. Par

exemple, on a
cosdxr = 8cos?z —8cos’x + 1, coshx = 16cos’ x — 20 cos® z + 5 cos z.

Déterminons ici les polynomes de degré n en cosx ainsi obtenus, appelés polynomes de
Tchebycheft.
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Proposition 4.6 (Polynoémes de Tchebycheff). Soit (T},),>0 la suite de polynémes
de 'anneau Z|X| définie par les égalités

To=1, Th=X et T,=2XT, 1—1T,_5 pourtoutn > 2.

1) Le degré de T, est n, et si n est non nul son coefficient dominant est 2"~1.

2) Pour tousn € Netx € R, on a
(24) cosnz = Ty (cosx).

Démonstration : Le degré de T} est 0 et celui de T} est 1. Soit n un entier > 2 tel que
le degré de T,,_1 soit n — 1 et celui de T;,,_o soit n — 2. D’apres la formule de récurrence
T, est alors de degré n. De plus, le coefficient dominant de T} est 1, de sorte que si pour
un entier n > 2 le coefficient dominant de T),_; est 2"~2, celui de 7}, est 27! (le degré de
T,,—2 est strictement plus petit que celui de T},_1), d’ou la premiere assertion.

Par ailleurs, la formule (24) est vraie si n = 0 et n = 1. Soit n un entier > 2 tel que (24)
soit vraie pour les entiers n — 1 et n — 2. Pour tout z € R, on a alors 1’égalité

T, (cosz) = 2cosz cos(n — 1)z — cos(n — 2)x.
D’apres la premiere formule d’Euler (22), on a

i

" — 9 cos ez(n—l)x _ ez(n—Q):c.

En égalant les parties réelles des deux membres de cette égalité, on en déduit que 1'on a
cosne =1, (COS 9:)

A titre indicatif, on a
Ty =2X2—1, Ty =4X3—-3X, T, =8X*—8X%+1, Ty = 16X° — 20X° + 5X.

Linéarisation. Explicitons les expressions classiques de linéarisation de cos™ x et
sin” z. On utilise les formules d’Euler : pour tous x € Ret n € Non a

1T 1T " 1T 1T "
e +e” . et —e
cos"x = _— et sin” x = _— .
2 21

D’apres la formule du binéme de Newton, on a donc

n n
2" cos" x = Z Cﬁeikxe_i(”_k)“ et (2i)"sin"x = Z Cﬁ(—l)”_keime_i(”_k)w.
k=0 k=0
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On explicite les sommes ci-dessus en regroupant les termes d’indices k£ et n — k. Pour tout
k tel que 0 <k <n,ona

Cheikeeiln=he | on—keiln=kz =ike _ 90k cog(n — 2k)x.

On distingue alors deux cas suivant la parité de n.

1) Supposons n pair. Posons n = 2m. On obtient

m—1
Om
22m—1 2m — k . 2m )
(cosz) Z C5. cos2(m — k)x + —
k=0
m—1 cm
g2m—1 (sinx)Qm = (-1 Z (—1)*C%,. cos2(m — k)x + %
k=0
2) Supposons n impair. Posons n = 2m + 1. Dans ce cas, on a
2m 2m+1 “ k
2°™ (cos x) = Z Cmyr c0s(2(m — k) + 1)z
k=0
2% (sin x)2m+1 =(-nH™ Z(—l)kC§m+1 sin(2(m — k) + 1) .
k=0

5. Dérivées des fonctions cosinus et sinus

On démontre ici ’énoncé suivant :

Proposition 4.7. Les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur R. Pour tout z € R,
on a

(25) cos' v = —sinx et sin’z = cosz.

En particulier, elles sont continues sur R.

Démonstration : Commencons par établir les égalités

cosx — 1 sinx
(26) lim ——— =0 et lim =1.
x—0 x x—0 €T
x#0 x#0

Vu que cos0 =1 et sin0 = 0, cela prouvera que les fonctions cos et sin sont dérivables en
0, et les formules (25) pour x = 0. Démontrons pour cela I’énoncé suivant :
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Lemme 4.10. On a I’égalité

T 1
(27) lim &
x—0 x
x#0

Démonstration : Soit € un nombre réel strictement positif. 11 s’agit de montrer qu’il
existe a > 0 tel que 'on ait I'implication

(28) r#0 et |z]|<a = —i| <e.

Considérons un nombre réel x # 0 et un entier naturel n # 0. On a

i) & (ix)*
1+—=| = K
() -

On en déduit que 'on a

(iz)"

nk

=1+iz+Yy Ch
k=2

(5 )

n
Ck:
<> G
<Y tal
k=2

Par ailleurs, on a

kE _
Cn = k! ’
d’ou I'inégalité
Ch
—n <1
nk —
On obtient ainsi
~CF 1 N gkt
Z WL’C\ < Z e
k=2 k=2
Des que |z| < 1, on a donc
1 i\ "
(i) —q) - < 12
x n 1— ||
En posant .
o= ,
2+¢

on constate alors que I'on a

(29) r#0 et |z|<a = |é(<1+%>n—l>—i
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Posons

Par définition, on a

e — 1
limuv,(x) =
n(2) =
Par suite, des que n est assez grand, on a
e —1 €
Up () — —.
n(2) T ’ 2

Compte tenu de (29), en choisissant n assez grand, si 'on a x # 0 et |x| < «, on obtient

les inégalités
eim -1 eix -1

xT

—i| < —vp ()| + |vp(z) — 1] <e.

T

3
2+¢e”?

Cela prouve la condition (28) avec o = d’ou le lemme.

Les formules (26) se déduisent alors de (27) en séparant les parties réelles et imaginaires
dans les deux membres de cette égalité.

La proposition se déduit comme suit. Soit £ un nombre réel. Pour tout A % 0 posons

cos(z + h) — cosx
h

A(h) =
D’apres le lemme 4.9, on a
cos(z + h) = cosx cosh — sinxsin h,

d’ou il résulte que

A(h) = cosa:(COShT_l) - sinx(Sizh).

On déduit alors des formules (26) que 1'on a

lim A(h) = —sinw,
h—0
h#£0

donc la fonction cosinus est dérivable en x et 'on a cos’ x = —sinx. De méme, on a
sin(z + h) = sinx cos h + cos x sin h,
d’ou I'égalité

sin(x + h) —sinz
h

= sinm(—cos};b_ 1> + COSCU(SiI;h).
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La limite quand h tend vers 0 du premier membre de cette égalité est donc cosz, d’ou
(25), et le résultat car toute fonction dérivable en un point est continue en ce point.
6. Le nombre 7

L’énoncé fondamental suivant permet de donner une définition du nombre .
Théoreme 4.4. Il existe un plus petit nombre réel a > 0 tel que cosa = 0.
Définition 4.5. Le nombre 7 est défini par I'égalité

T = 2a.
Démonstration du théoreme : On commence par prouver le lemme suivant :

Lemme 4.11. Pour tout x € R, on a

2

<1——+—.

cosx < 5 + 24
Démonstration : Soit f : R — R la fonction qui a x € R associe z — sinzx. Elle est
dérivable sur R (prop. 4.7). Pour tout z € R on a f'(z) =1 — cosxz > 0. Par suite, f est

croissante sur R (th. 1.4). Puisque f(0) =0, on a donc
(30) sine <x pourxz>0 et xz<sinx pourx <O0.

Soit alors g : R — R la fonction qui & x associe cosx — (1 — I—;) Elle est dérivable et pour

tout x, on a ¢'(xr) = x — sinz. Compte tenu de (30), g est donc croissante sur [0, +oo] et
décroissante sur | — 0o, 0]. Puisque ¢g(0) = 0, on obtient

2
(31) 1-— % < cosx pour tout x € R.

Soit ensuite h : R — R la fonction qui a x associe sinx — (m — %3> Pour tout x € R on a

h'(z) = g(x). On déduit de (31) que h est croissante sur R. Le fait que h(0) = 0 entraine
les inégalités

3 3
x x
(32) x—ggsinx pour x >0 et Sinxﬁm—g pour z < 0.
Soit enfin la fonction k£ : R — R qui a = associe ( - % + ‘5—4 —cosz. On a k' (x) = h(x),

4
donc k est croissante sur [0, +oo[ et décroissante sur | — oo, 0]. L’égalité k(0) = 0 entraine
alors le résultat.
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Le théoreme se déduit comme suit. On vérifie que cos2 < 0 (lemme 4.11). Par ailleurs,
on a cos0 = 1 et la fonction cosinus est continue sur R. D’apres le théoreme des valeurs
intermédiaires, il existe donc a € |0, 2[ tel que cos a = 0. Posons

F = {:1: €10,2[ | cosx:()}.

L’ensemble F' n’est pas vide car « est dans F', et il est minoré par 0. Par suite, F' possede
une borne inférieure a. Vérifions que a appartient a F', ce qui prouvera que F a un plus
petit élément et le résultat. Soit n un entier naturel non nul. Le nombre a + % ne minore
pas F, donc il existe z,, € F tel que 'on ait a < z,, < a + % La suite (z,) d’éléments
de F' ainsi construite est convergente de limite a. La fonction cosinus étant continue, la
suite (cosz,) converge vers cosa (cor. 2.3). Puisque cosx,, = 0, on a donc cosa = 0, ce
qui entraine que a est dans F' (on a 0 < a < a < 2).

Remarque 4.2. D’apres le lemme 4.11, on a cos(1,6) < 0. Le théoreme des valeurs
intermédiaires entraine ainsi 1’existence d’un réel x tel que 0 < x < 1,6 et que cosx = 0.
Par ailleurs, d’apres I'inégalité (31), pour tout = € }0, \/5[ on acosz > 0, d’out ™ > 2v/2.
On obtient ainsi I'encadrement (c’est un début) 2,8 < 7 < 3,2.

Proposition 4.8. 1) On a cosm = —1 et sint =0 i.e. on a ™ = —1.

2) On a e*™ = 1 et les fonctions cosinus et sinus admettent 2w pour période.
3) Pour tout z € R, on a cos(m + z) = —cosz et sin(r + x) = —sinx.

4) Pour tout x € [0, 5[, on a cosz > 0.

5) Pour tout = €]0, 5], on a sinz > 0.

6) On asin g = 1 et €T =i,

Démonstration : 1) On a ’égalité

T T . 9T
COS T = COS §+§ = —sIn 5
Vu que cos? 3 + sin? 7 =1o0na sin? 5 =1, d’ou cosm = —1, puis sinw = 0.

2) On a €™ = —1, d’ot1 €*™ = 1. Pour tout z € R, on a donc et@+2m) — it Pop les
égalités cos(z + 2m) = cosx et sin(z + 27) = sinz.

3) L’égalité e*("+*) = —¢i® entraine I’assertion 3.

4) La fonction cosinus est continue sur [0, 5] et 'on a cos 0 = 1. Par définition, 7 est le
plus petit nombre réel strictement positif ou elle s’annule. D’apres le théoreme des valeurs
intermédiaires, elle est donc strictement positive dans [0, Z/.

5) Pour tout « € R, on a sin’ z = cosz. Puisque 'on a cosz > 0 pour tout = € [0, 5],
la fonction sinus est donc strictement croissante dans [0, 7] (th. 1.4), d’ot1 I'assertion vu
que sin 0 = 0.
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6) On a sin = £1 et sin § > 0, d’ott sin § = 1, puis eT =i.

Corollaire 4.5. Soit x un nombre réel. On a les équivalences

(33) COS:L‘=0(=>$€%-|—7TZ,

(34) sinz =0 < z € 7Z.

Démonstration : Les fonctions cosinus et sinus admettant 27 pour période, il suffit
d’examiner les zéros de ces fonctions sur lintervalle [—m, 7|.

La fonction cosinus ne s’annule pas sur [0, 5 [. Soit alors 2 un élément de |7, [. Posons
t=m—2.0nal0<t<7Fetcoszr = —cost (prop. 4.8), d'ott cosxz # 0. Cela prouve
que 3 est le seul zéro de la fonction cosinus sur [0, 7[. Parce que cosx = cos(—x) et que
cos(—m) # 0, les zéros de la fonction cosinus sur [—m, 7| sont donc +7. L’ensemble des
zéros de cette fonction sur R est donc formé des éléments +3 + 2kw ou k € Z, ce qui
entraine (33).

La fonction sinus ne s’annule pas dans ]0, 5] (loc. cit.). Soit z un élément de [T, m[.
En posant t =7 —x,0on a0 <t < 7 et sinz = sint, d’'ou sinz # 0. La fonction sinus n’a
donc pas de zéros dans |0, 7[. Compte tenu des égalités sin(—x) = —sinzx et sin(—m) = 0,

les seuls zéros de la fonction sinus sur [—m, 7| sont —7 et 0, d’ou ’équivalence (34).

Corollaire 4.6. Soit x un nombre réel. On a I’équivalence
e =1 <=1 € 217Z.

Démonstration : Si x dans 27Z, il existe k € Z tel que x = 2kmw, d’ou les égalités

et = 2tk — (62”) = 1. Inversement, supposons e’ = 1. On a alors sinx = 0, donc il

existe k € Z tel que x = kn. Puisque cosx = 1, 'entier k£ doit étre pair, d’ou le résultat.

Remarque 4.3 (Interprétation géométrique du nombre 7). Voyons en quoi la
définition donnée de 7 est conforme a celle connue depuis ’enfance, a savoir que 27 est
le «périmetre» du cercle de rayon 1. Bien entendu, il s’agit de préciser ce que l'on entend
par périmetre d’un cercle, ce qui ne peut se faire sans la théorie de I'intégration. Limitons
nous ici a se convaincre de ’analogie entre ces deux points de vues. Considérons pour cela
un entier n > 3 et les nombres complexes

12km

zk:exp< ) pour k=0,---,n.

Les zx sont de module 1 (cor. 4.3). Ils appartiennent donc au cercle de centre 0 et de rayon
1, d’équation |z| = 1 dans le plan complexe. On a zy = z,, et I’égalité

... m i
Zh41 — 2k = 212k sin —exp| — ).
n n
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D’apres la proposition 4.8, on a sin 7> > 0, d’ott I'on déduit que
. T
|2zk+1 — 2| = 2sin— pour k=0,---,n— 1.
n
La longueur de la ligne polygonale de sommets les points z; est donc
0
L, =2nsin —.
n

En partant du principe que ’on obtient le « périmetre)» P du cercle unité en faisant tendre
n vers 'infini, on obtient (cf. la seconde égalité de (26) et le lemme 2.3)

P=limL, =27
comme attendu.
Le corollaire 4.5 permet de définir les fonctions réelles tangente et cotangente.

Définition 4.6. 1) La fonction tangente, que l’on notera tg, est la fonction définie sur

I’ensemble R — <§ + 7TZ> a valeurs dans R, par I’égalité

2) La fonction cotangente, que I'on notera cotg, est la fonction définie sur I’ensemble R—7Z

a valeurs dans R, par I’égalité
cos T

cotgxr = — .
sin

Lemme 4.12. Les fonctions tangente et cotangente sont périodiques de période w. Elles
sont dérivables sur leurs domaines de définition. Pour tout x dans ces ensembles, on a

= —(1 4+ cot 22).
( g

tg' x = =1+tg’z et cotg'z=——

cos? x sin® x
Démonstration : C’est une conséquence de la proposition 4.7.

On utilisera 1’énoncé suivant :

Lemme 4.13. Pour tout = € |0, 5], on a les inégalités

1 1
0<cotger < — < —.
r sinz
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Démonstration : De la proposition 4.8 on déduit que cotgxz > 0 pour tout = € ]0, 7.

Considérons la fonction f : [0, 5| — R définie par 1'égalité
f(x) =xcosx —sinz.

Elle est dérivable sur [0, 7] et pour tout = dans cet intervalle, on a f’(x) = —wsinz. Par

suite, on a f'(z) < 0 si € ]0,F], et f est donc strictement décroissante dans [0, 5].
On a f(0) = 0, dou f(xr) < 0si z € ]0, %], ce qui entraine la seconde inégalité. En ce
qui concerne la derniere inégalité, on remarque que la fonction g : ]0, 7] — R définie par
g(x) = x —sinz est dérivable et que ¢'(x) = 1—cosz > 0, donc g est strictement croissante
dans cet intervalle, d’ou le résultat car g(0) = 0.

7. La somme de la série } -

En utilisant ce qui précede, notamment les formules d’Euler, on va calculer la somme
cette série de Riemann, et en déduire I’approximation décimale de & 10~3 pres par défaut.

Théoréme 4.5. La série ) % est convergente et on a I'égalité

n>1
Démonstration : On a déja vu que cette série est convergente.
1) Soit m un entier > 1. Posons

n

n
km 1
an =) cotg g g e fa= D
k=1

km

9
g1 1 est

Notons que ces sommes sont bien définies car si k est compris entre 1 et n, alors
pas dans 7Z. Vérifions que 'on a

(35) an:w ot ﬁn:w.

Soit k un entier tel que 1 < k < n. Posons

12km
2k = exp 1)

On a z; # 1 (cor. 4.6). Par ailleurs, d’apres les formules d’Euler, on a

—

zp +1 eXp(zZCIl) ""eXp(_ni-k:) _ Cos(zsil)
a1 exp(ohty) —exp(585)  isin(gy)

| N

3

—
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d’ou I'égalité

= — cotg .
zp — 1 2n+1

Posons
zr+ 1

de sorte que l'on a

(36) ay, = —Zui

Compte tenu des égalités z,%”“ =1 et z(ur — 1) = 1 + ug, on obtient

(Uk + 1)2n—|—1 o (Uk o 1)2n+1 — 0’
autrement dit,

E :02n+1uk =

Par suite, les nombres complexes u; (1 < k < n) sont racines du polynome
F = Z Cy 1 X7 € Z[X).

Vérifions que si k et k' sont deux entiers distincts compris entre 1 et n, on a uy # u?,.
Siup = up/, on a 2z = zr. D’apres le corollaire 4.6, I'entier k — k' appartient alors a
(2n 4+ 1)Z, d’ou k = K, ce qui n’est pas. Si up = —ugs, on a dans ce cas zpzp = 1, d’on
k+ k' € (2n+ 1)Z, ce qui conduit de nouveau & une contradiction, d’ou l'assertion. Les
racines de F' dans C sont donc les n nombres complexes u% Vu que F' est degré n et que
C3". . =2n+1, on en déduit que 'on a dans C[X] 'égalité

ZC’%H :(2n+1)H(X—ui).
k=1

En égalant les coefficients de degré n — 1, on obtient

Cini  n(2n—1)
on+1 3 ’

— k_

ce qui, compte tenu de (36), prouve la premiere égalité de (35). Par ailleurs, pour tout z
dans R — 7Z, on a

1 2
—— = 1+ cotg” z,
sin® x
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d’olt B, = n + ay, et la seconde égalité de (35).

2) Pour tout k compris entre 1 et n, on a

0 tT_ T
2n 41 2’
D’apres le lemme 4.13, on a donc
km 2n + 1 1
0 < cot < <
= €0 g2n—|—1 km sin k7

2n—+1

On en déduit que

g2 T _ (1 2< 1
& 2n+1 km SiHQ%.

D’apres les égalités (35), en sommant pour k entre 1 et n, on obtient

n(2n —1) "1 7?2n(n+1)
<Zﬁ 3 (2n+1)2°

Cela entraine le résultat par passage a la limite dans ces inégalités.

Corollaire 4.7. L’approximation décimale de m a4 10=3 par défaut est 3, 141.

Démonstration : Considérons un entier N > 1 fixé. Posons

et vérifions que 'on a
(37) 0<%2—SN§%.
Pour tout m > N + 1, posons .
Rx(m) = Y 43
k=N+1

1
Z 2= Sy + Ry (m),
k=1

donc la suite (RN(m)) est convergente et 'on a quand m tend vers l'infini

7.‘.2

(38) hmRN(m) = F - SN.

24



Pour tout £ > 2, on a
1 1 1

1
< — -
- k(k—1) k—1 K

d’ou il résulte que
1

1
N m’
et par passage a la limite quand m tend vers l'infini, on obtient

RN(m) <

) 1
lim Ry (m) < N

Par ailleurs, on a
1

(RS

donc la limite de Ry (m) est strictement positive. L’égalité (38) entraine alors (37). On en
déduit que

RN(m) >

68y < 7 < 6@N+i)

N
Avec N = 9550 (le plus petit N possible), on vérifie que 'on a

1
6(5N + N) — /65y <107 dott /65y < 7 < /68y + 1074,
puis
3,1414 < 7 < 3,1416,
d’ou le résultat.

On constate que la série considérée converge lentement vers sa limite. Le procédé ci-
desssus n’est donc pas un moyen efficace pour déterminer 7 avec une grande précision. Il
existe d’autres développements en série de m beaucoup plus performants de ce point de
vue.

8. Forme trigonométrique

Soit U le sous-ensemble de C* formé des nombres complexes de module 1.

Théoreme 4.6. L’application v : R — U définie pour tout t € R par ’égalité
U(t) = e
est une surjection de R sur U. Plus précisément, pour tout z € U il existe t € R, unique
modulo 277, tel que ¥ (t) = z.
t

est dans U. Soit z un élément de
U. Il existe x et y dans R tels que z = x + iy et 22 +y? = 1. On a |z| < 1. Par ailleurs, on

Démonstration : Tout d’abord pour tout t € R, e
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acos0 =1 et cosm = —1, et la fonction cosinus est continue sur l'intervalle [0, 7]. D’apres
le théoreme des valeurs intermédiaires il existe donc ¢ € [0, 7] tel que cost = x. L’égalité
cos?t + sin®t = 1 entraine alors sint = 4. Si 'on a y = sint on obtient z = 1)(t), et si
y = —sint on a z = ¢(—t). Cela prouve que ¥ est surjective sur U. De plus, si ¢ et ¢’ sont
deux nombres réels tels que ¥ (t) = ¥(t') = z, on a (t —t') = 1, et d’apres le corollaire
4.6, le nombre réel t — t' appartient a 27Z, d’ou le résultat.

On en déduit I’écriture de tout nombre complexe non nul sous forme trigonométrique :

Corollaire 4.8 (Forme trigonométrique). Soit z un nombre complexe non nul. Il existe
t € R, unique modulo 277, et un unique nombre réel r > 0, tels que l'on ait z = re’.

Démonstration : Posons = |z|. Le nombre complexe Z étant de module 1, le théoreme
4.6 entraine lassertion d’existence. Supposons que 'on ait re’t = /e’ avec r,7/ > 0 et
t,t € R. En considérant les modules des deux membres de cette égalité, on obtient r = 7/,

d’ou t — t' € 277 et ’assertion.

Remarque 4.4. En utilisant le fait (pas encore démontré) que la fonction exponen-
tielle réelle est une surjection de R sur |0, +oc[, on déduit de ce qui précede que la fonction

exponentielle complexe C — C* est une surjection sur C*. En effet, soit z € C*. Puisque

Z
|z

nombre réel z tel que e* = |z|, puis 1'égalité z = e*T% et 'assertion. De plus, pour tout

est de module 1, il existe y € R tel que % =¢e%. On a |z| > 0, d’ott I'existence d’un

z € C, on a I’équivalence
e* =1<«= z € 2inZ.

. . N o\ K . N
Siz=2irkouk€Z,onae*= (62“’) = 1. Inversement, posons z = x + iy ou z,y € R.
Onae®* =e%™W. Sie* =1, vuquee® >0,onal=ce"le¥|=e" doitx =0 (on ne l'a pas
encore justifier), puis e? = 1 et y est dans 27Z.

Exemple 4.1. Soit ¢ un nombre réel qui n’est pas dans 7 + 27Z. Posons z = 1 + .
La forme trigonométrique de z est donnée par les égalités

e? si te|J]—m+4kr 7w+ dkn],
keZ

DN |

z = 2cos

t .t
z= =2 cos o el S te U]7T—|—4]€7T,37T—|-4]€7T[,
kEZ

o

2

N1

comme on le constate en utilisant la factorisation 1 + e = ez (e 2 +e

).

Le théoreme 4.6 permet de définir la notion d’argument d’un nombre complexe non
nul. C’est I'objet du paragraphe suivant.
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9. Argument

Considérons la relation binaire sur R pour laquelle deux nombres réels x et y sont en
relation si et seulement si x — y appartient a 277Z. C’est une relation d’équivalence sur R.
L’ensemble quotient, i.e. 'ensemble des classes d’équivalence, est noté R/27wZ. Pour tout
x réel, on note T, ou bien x + 277Z, sa classe d’équivalence. Compte tenu de ce qui précede,
on a I’énoncé suivant :

Théoréme 4.7. L’application ¥ : R/277Z — U définie pour tout t € R par ’égalité
U(t+2nZ) =€,
est une bijection de R/2nZ sur U.

Démonstration : Notons que I'application ¥ est bien définie car si t —t’ est dans 277,

alors et = et (est application est surjective (th. 4.6). Par ailleurs, si e’ = e’ alors

t—t' €277 (cor. 4.6) i.e. t + 277 = t' + 2nwZ, donc V est injective, d’ou le résultat.

Définition 4.7. Soit z un nombre complexe non nul. On appelle argument de z, et on
z

Z par UL Autrement dit, on a

note Arg(z), I'image de

z

Arg(z) = \If_1< ) € R/27Z.

2|

L’argument d’un nombre complexe non nul z est un élément de R/27Z. C’est donc
un ensemble de nombres réels. On appellera tout représentant de cette classe un argument
de z. Deux tels représentants different par un multiple entier de 27. On a ainsi (cor. 4.8)

(39) z=re ot r=|z| et Arg(z)=t+27Z.

Avant d’énoncer les propriétés essentielles de la notion d’argument, il convient de
munir R/277Z de sa structure naturelle de groupe quotient.

Le groupe quotient R/277Z

On définit sur R/27Z une addition par I’égalité
(40) T+y=x+y pourtousz,y € R.

Pour que cette définition ait un sens, il s’agit de vérifier qu’elle ne dépend pas des repré-
sentants choisis des classes de = et 3. Soient 2’ et ' dans R tels que z = 2/ et § = ¢/. 1l
existe a et b dans Z tels que

x—x' =2am et y—y = 2bm.
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Onaz+y— (2 +y)=2(a+b)w € 27Z, de sorte que les classes de x + y et 2’ + ¢y’ sont
égales, d’ou 'assertion.

Le couple (R/ 27TZ,+> est un groupe abélien. On I’appelle le groupe quotient de R
modulo 27Z. Le fait que la loi + soit associative et commutative résulte de ’associativité
et de la commutativité de ’addition sur R. L’élément neutre est la classe de 0 i.e. 27Z.
Pour tout x € R, 'opposé de la classe de x est la classe de —zx.

Le théoreme 4.7 peut alors se reformuler de la fagon suivante :

Théoréme 4.8. L’application ¥ : R/277Z — U définie pour tout t € R par ’égalité
U(t+2nZ) =€,
est un isomorphisme de groupes de R/27Z sur U.

Le fait que ¥ soit un morphisme de groupes résulte de D'égalité ef(t+t) = eiteit’ pour

tous réels ¢ et t'.
Propriétés de ’argument

Proposition 4.9. Soient z et 2’ des nombres complexes non nuls.

1) On a Arg(zz') = Arg(z) + Arg(?’).

2) On a Arg(%) = —Arg(z2).

3) On a Arg<§> = Arg(z) — Arg(2').

4) Pour tout n € Z, on a Arg(z") = n Arg(z).

5) On a Arg(—z) = (7 + 27Z) + Arg(z).

6) Si z est un nombre réel, on a Arg(z) =0 si z >0 et Arg(z) =7+ 27Z si z < 0.
7) On a Arg(z) = — Arg(z).

/

Y . y ! \
Démonstration : Posons z = re't et 2/ = r'e’ ou r,r',t,t' € R. On a r = |z| et

r' =2
1) On a zz' = rr/e/tt1) et 1/ = |22/|. Par suite, on a
/

Arg(z2') = 0! <%> =t+t +27Z,

d'ott Arg(z2') = (t+27Z) + (¢ + 27Z) = Arg(z) + Arg(2’).
2) On a ’égalité

= et — = —,
r r |z



d’ou Arg(%) = —t+ 277 = — Arg(2).
3) Cette assertion résultent des deux premieres.

4) Compte tenu de la seconde assertion, on peut supposer n > 0. L’égalité s’obtient
alors par récurrence en utilisant la premiere assertion.

5) On a —z = re'te’™ = rett+m) et | — 2| = r, d’ott U1 <—§> =t+ 7+ 27Z.

6) Vu l’assertion 5, on peut supposer z > 0. On a sint =0, d’ou t € 7Z, et z = rcost.
Puisque z est positif, ¢ est donc dans 277, d’oun Arg(z) = 0.

7) On a 2z > 0, et les assertions 1 et 6 impliquent le résultat.

Exemple 4.2. Vérifions que l'on a

(41) Arg(1 +14) = % + 2.

On écrit pour cela que (1 +)? = 2i. Puisque i = e?, il en résulte que
2 Arg(1 +14) = Arg(2) + Arg(i) = Arg(i) = g + 2nZ.
Si ¢ est un argument de 1+ 4, on a donc 2(t + 27Z) = § + 27Z, de sorte qu'un argument
5

de 1+ est 4 ou %”. Puisque l'on a sin 7 > 0 et sin 2f = —sin 7 < 0 (prop. 4.8), cela
entraine (41). De I’égalité 1 + i = v/2eT, on déduit alors que 1'on a

(42) cos — = sin

10. Equations algébriques

On admettra ici le résultat fondamental suivant :
Théoréme 4.9 (d’Alembert-Gauss). Soit n un entier naturel non nul. Toute équation
ag+ar1x+ -+ apx” =0,
ot les coefficients a; sont dans C, possede au moins une racine dans C.

Autrement dit, tout polynome a une indéterminée, a coefficients dans C, et non cons-
tant, possede au moins une racine dans C. On dit que C est algébriquement clos. La
démonstration de ce résultat releve principalement de I'analyse plutot que de 1’algebre.
Signalons le cas simple suivant :
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Proposition 4.10. Tout polynéme a coefficients réels, de degré impair, possede au moins
une racine réelle.

Démonstration : C’est une conséquence du théoreme des valeurs intermédiaires. Soit
f : R — R une fonction définie par f(t) = ag + a1t + -+ a,t™ ou les a; sont réels, avec n
impair et a,, > 0 (ce n’est pas restrictif). Elle est continue et 'on a
li t) =— t i t) = .
A S0 = oo et Tt =+oo

Pour t assez grand positif on a donc f(t) > 0, et pour ¢ assez petit négatif on a f(t) < 0,
d’ou 'existence d’un zéro de f.

On va donner dans ce qui suit des exemples de résolution d’équations algébriques.

1. Nombre de racines d’une équation polynomiale dans C

Comme conséquence du théoreme de d’Alembert-Gauss, démontrons d’abord qu’'une
équation polynomiale a coefficients dans C de degré n possede exactement n racines comp-
tées avec leurs ordres de multiplicité. Rappelons a ce sujet que si F' est un polynome de
C[X] et si a € C est une racine de F, alors X — a divise F, et 'ordre de multiplicité de a
pour F est le plus grand entier r > 1 tel que (X — a)” divise F. Si r = 1, on dit que a est
une racine simple de F, et si » > 2, on dit que a est une racine multiple de F.

Théoréme 4.10. Soit F un polynéme de C[X] de degré n. Alors, F posséde dans C
exactement n racines comptées avec leurs ordres de multiplicité. Autrement dit, soient
ai,---,a les racines de F' distinctes deux a deux et rq, - - -, ry leurs multiplicités respectives.
On at <n et la somme des r; est n.

Démonstration : On procede par récurrence sur n. Si n = 0, alors F' est un nombre
complexe non nul, donc ne possede aucune racine et le résultat est démontré dans ce cas.
Supposons 1 > 1 et le résultat démontré pour les polynomes de C[X| de degré < n — 1.
D’apres le théoreme de d’Alembert-Gauss, F' possede une racine a € C. Il existe donc
Q € C[X] tel que F = (X — a)Q. Le degré de @ est n — 1. D’apres 'hypothese de
récurrence, () possede au plus n — 1 racines. Les racines de F' étant a et celles de @, le
nombre de racines de F' est donc au plus n. Par ailleurs, () ayant exactement n — 1 racines
comptées avec leurs ordres de multiplicité, cela entraine le résultat pour F'.

2. Racines n-iemes d’un nombre complexe

Définition 4.8. Soient n un entier naturel non nul et z un nombre complexe. On appelle
racine n-iéme de z tout nombre complexe w tel que w™ = z.

Proposition 4.11. Tout nombre complexe non nul posséde exactement n racines n-iemes
distinctes deux a deux. Plus précisément, soit z un nombre complexe non nul, de module r
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et d’argument t+27Z. Soit {/r I'unique racine n-iéme réelle positive de r. Alors, I’ensemble
des racines n-iémes de z est

. 9
{Wexp(ﬁ—kz k:7r) ‘nggn—l}.
n

n

Démonstration : Soit p,(2) 'ensemble des racines n-ietmes de 2. On a z = re" et
les éléments explicités ci-dessus sont dans pu,(2). Inversement, si k et &’ sont deux entiers

i2k i2k
n

distincts entre 0 et n — 1, on a e » # e n, donc u,(z) est de cardinal au moins n. Le

théoreme 4.10 entraine alors 'assertion.

Une racine n-ieme de 1 s’appelle une racine n-ieme de 'unité. On notera p,, ’ensemble
des racines n-iemes de 'unité. Vu que 'on a Arg(1) = 27Z (prop. 4.9), on obtient :

Corollaire 4.9. Pour tout n > 1, I’ensemble i, est de cardinal n et I'on a

un:{eﬂ“r ’nggn—l}.

L’ensemble p,, est un sous-groupe de C* d’ordre n. On obtient ainsi tous les sous-
groupes finis de C*.

Propositon 4.12. Les sous-groupes finis de C* sont les p,, oun > 1.

Démonstration : Soit H un sous-groupe fini de C* d’ordre n. Pour tout z € H, on a
2" =1, de sorte que H est contenu dans p,. Puisque H et p, ont le méme ordre, on a
donc H = p,.

Exemples 4.3.

1) Les racines cubiques de 1'unité sont les racines du polynéme X3 —1 € C[X]. Celles
2in din . . 9
autres que 1 sont e s et e 3 . Ce sont donc les racines du polynomes X° + X + 1. Il en
résulte que 'on a

s 1 T \/§

(43) cos = =3 et sin§ =5

(44) cos — =

En effet, on a




) A or 1 Ny, <z 2@\ 27 s 1o T _ 1
d’ou cos 5 = —3. ]26 I’égalité cos (7‘(’ 3 ) = —cos 5, on déduit alors que cos § = 5. La
relation cos® § +sin® £ = 1 et le fait que la fonction sinus soit positive sur [0, 5] entrainent

alors (43). Par ailleurs, on a

T T . T
cos— =2cos> = —1 ie cos’= =

3 6 6 4

La encore, les fonctions sinus et cosinus étant positives sur [0, 5], on en déduit (44).

2) Vérifions que l'on a

or V5 —1 2 V10+ 25

(45) cos — = — et sin 5 = 1
L’élément ¢ = e5° € ps est racine du polynome F =14+ X + X2 + X3 + X4 ¢ C[X]. En
posant
1
Y=X+—

on a l'égalité
F=X(Y?4+Y —1),

et ¢ + ¢! est donc racine du polynéme Y2 +Y — 1 € C[Y]. Le fait que cos 2?” et sin %’T

solent positifs entrainent alors (45).

3) En utilisant (41) et (44) on déduit que 'on a

3 ] (%
\/_"‘Z :\/565

12

11— ’

d’ou les égalités

—1 1
(46) cos5—7r = V3 et si ST _ V3t

SIl — = ————.
12 202 12 2v/2

3. L’équation du second degré
Tout nombre complexe possede une racine carrée (prop. 4.11). Rappelons 1’énoncé

bien connu suivant :

Proposition 4.13. Soient a,b,c des nombres complexes avec a # 0. Soit § une racine
carrée dans C de b?> — 4ac. Les racines complexes de I'équation ax? 4+ bz + ¢ = 0 sont

—b+0 )
et .
2a 2a
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Démonstration : Il suffit de remarquer que pour tout z € C, on a

avec A = b® — 4ac.

2 b L C ( n b )2 A
22+ —z4+—-—=(z4+—) ——
a a 2a 4a?

4. L’équation du troisieme degré

Soient a,b,c,d des nombres complexes avec a # 0. On se propose ici d’établir les
formules de Cardan concernant la résolution de I’équation

ax® +bx? + cx +d=0.

En posant
b
r=z— —
3a’
on se ramene a la résolution de 1’équation
(47) 2+ pr+q=0,
avec
b2 4 c ; b (20> 9c d
= ——F: — (& = — —_— -
P 3a? 1= o7\ a2 a a

Les expressions donnant les racines de ’équation (47) s’appellent les formules de Cardan.
Décrivons les dans 1’énoncé qui suit. Posons, comme il est d’usage,

j:eS‘

Théoréme 4.11 (Formules de Cardan). Soient p et ¢ des nombres complexes. Soit ¢
un nombre complexe tel que

#=(5)+(3)

3 2/
II existe (u,v) € C? tels que I'on ait
(48) u3:—g+5, 123:—%—5 et uvz—g.
Soit (u,v) un élément de C? vérifiant (48). Dans I’anneau des polynémes C[X] on a I'égalité
(49) XP+pX+qg=(X—(u+v)(X = (u+7*) (X = (j°u+jv)).
En particulier, 'ensemble des racines de I’équation z> + pz 4+ ¢ = 0 est
{u F o, ju—+ 20, j2u+ jv}.
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Remarque 4.5. L’ensemble annoncé des racines ne dépend pas du choix d’une racine

carrée de (%)3 + (%)2, ni de celui d’'un couple (u,v) € C? vérifiant les égalités (48).

Démonstration : Vérifions qu’il existe un couple (u,v) € C? réalisant la condition (48).
Supposons p # 0. Soit u € C tel que u® = —2 40 (un tel nombre complexe u existe d’apres
la proposition 4.11). On a u # 0. En posant

v=——
3u’

de sorte que 3uv = —p, on obtient
q

v =—= =9,
2

et (u,v) vérifie (48). Supposons p = 0. Il existe w € C tel que w® = —¢. On a § = +2. Si
= 2, le couple (0, w) vérifie (48), et si § = —4, il en est ainsi de (w,0), d’ot1 I'assertion.
L’égalité (49) se vérifie alors directement, d’ou le théoreme.

Remarque 4.6. Une idée permettant de comprendre comment les formules de Cardan
ont été découvertes est la suivante. Notons a, 3 et ~y les racines de X2 + pX + ¢ € C[X] et
posons

r=a+ B+t et s=a+ 28+

On a
X34 pX +q¢=(X —a)(X - B)(X —7),

d’ou il résulte les relations suivantes :
a+B+v=0, af+pBy+ya=p et afy=—q
On en déduit les égalités

rs=a’ + 82+ —af - By —ya = (a+ B +7)? = 3(af + By +ra) = —3p.

En résolvant le systeme d’équations

at+B+v=0
atjp+ity=r
a+ 2B+ jv=s,
on obtient
r+s j%r +js Jr 4 j2s
50 == = y g
(50) a="E2 5= 1T :



Des égalités o + pa + ¢ = 0 et rs = —3p, on déduit alors que
rd 483 = —27q.
Ainsi, 73 et s sont racines du polynéme
X? 4+ (279)X —27p° € C[X].

Par suite, on a

3 3
(g) = —g + €9, <§> = —g —ed avec &= +l1,
de sorte que I'un des couples (%, £) et (£, &) vérifie (48). Les égalités (50) permettent alors
de trouver «, [ et 7.

Corollaire 4.10. Soient p et q des nombres réels. Posons
F=X34+pX +qcR[X] et A=—(4p®+27¢%.

1) Si A > 0, alors F' a trois racines réelles distinctes.
2) Si A <0, alors F' a une unique racine réelle et deux racines complexes conjuguées.
3)SiA=0,ona

3¢\ 2 3
F=<X+2—q> (X——q) si p£0 et F=X3 si p=0.
P p

Démonstration : On reprend les notations de I’énoncé du théoreme 4.11. On a

A
5 =—-—.
108

1) Supposons A > 0. On a p # 0. Par ailleurs, on a §2 < 0, donc il existe t € R tel
que 62 = —t2, d’ott § = =it. Si (u,v) € C? vérifie (48), les nombres complexes u® et v3
sont donc conjugués et non nuls. On a ainsi

)=

Puisque uv = —% est réel, il en est de méme de Z—Z = +. On en déduit que u = v, et parce
que j et j2 sont conjugués, les racines de F' sont donc réelles. Par ailleurs, on vérifie qu’elles
sont distinctes deux a deux : si u + v = ju + j2v, on obtient v = j2v, d’on u? = v? = w3,
et donc u> est réel, ce qui n’est pas car § # 0. Le méme argument montre que I'on a

u+v# j2u+ ju et ju+ j%v # j?u + jv, d’olt la premiere assertion.
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2) Supposons A < 0. Dans ce cas, on a §2 > 0, de sorte que & est réel, et il existe
(u,v) € R? tel que la condition (48) soit réalisée. En effet, on prend pour u et v les racines
cubiques réelles respectivement de —2 +6 et de —4 —4 et, p étant réel, on a nécessairement
3uv = —p. Les nombres complexes ju + j?v et j?u + jv sont alors conjugués. Ils ne sont
pas réels, sinon ils seraient égaux, auquel cas on aurait u = v, d’ott u® = v3, puis § = 0, ce
qui conduit & une contradiction, d’ou la seconde assertion.

3) Si A =0, on aalors 6 = 0. Si p # 0, on vérifie directement 1’égalité annoncée. Si
p=0,onaqg=0et FF=X3.

Exemple 4.4. Explicitons les racines du polynéme F' = X3 —3X — 1 € R[X]. En
reprenant les notations utilisées dans le corollaire, on a A = 3% et §2 = —%. Compte tenu
du fait que l'on a (formules (43))

1 V3 in 1 V3 _im
—+i1— =e3 et - —1—=¢e 3,
2 2 2 2
et en prenant § = z"/Tg, on en déduit que le couple (u,v) avec u = eT et v =e "5 vérifie

la condition (48). Il en résulte que les racines de F' sont

)
2COS%, QCOS—7r et QCos—ﬂ.

9 9

On notera que si a est I'une de ces racines, les deux autres sont —a? + 2 et a®> — a — 2.
Le fait de pouvoir exprimer rationnellement ces racines entre elles ne se produit pas en
général. La théorie de Galois permet d’expliquer ce phénomene.

11. Interprétation géométrique

On utilise dans ce paragraphe les définitions de base de géométrie affine, notamment
des plans affines euclidiens. Ces notions seront développées ultérieurement.

Soit E un plan affine euclidien de direction un plan vectoriel E sur R. Par définition,
E est muni d'un produit scalaire et on notera || - || la norme qui lui est associée. On dispose
d’une application d : £ x E — R définie pour tous P, Q) € F par

d(P,Q) =[P
C’est une distance sur E. On suppose que 'espace vectoriel E est orienté. Soit
R = (07 (617 62))

un repeére orthonormé direct. Le point O est l'origine du repére et (e1,ez) est une base
orthonormée directe de E. L’application br : E — C définie pour tout point M € E par

br(M) =z +1iy ou Oﬂ\:xel-i-yeg,
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est une bijection de E sur C. On dit que z = x + 1y est 'affixe de M et que M est I'image
de z.

Lemme 4.14. Soient M et M’ des points de E d’affixes respectives z et z'. L’affixe du
. 17 W H] # /
point M" tel que OM +OM" = OM" est z + 2'.

Démonstration : Posons z = z + iy et 2’ = 2’/ +iy’. On a les égalités OM = xey +yes,
OM' = a'e; +y'es et OM + OM' = (x +2")er + (y + ¢')e2, Aot le lemme.

Si u, v sont des vecteurs non nuls de ﬁ, on notera ici (u,v) 'angle orienté de u et v.

Lemme 4.15. Soient M un point de E et z € C son affixe.
1) On ad(O,M) = |z|.
2) Si z est non nul, 'argument de z est la mesure de I’angle orienté (61, OM).

Démonstration : 1) Posons z = z + iy. On a OM = xe1 + yeq, d'ou les égalités
d(0, M) = [|OM|| = /2 + 2 = |2].

2) On a M # O (car z # 0). Il existe une unique rotation vectorielle r de E telle que

o) = 2
AT

Par ailleurs, il existe ¢ € R, unique modulo 27Z, tel que la matrice de r dans (ey, e2) soit
cost —sint
sint cost )

Par définition, la mesure de I'angle orienté (el, OM) est t + 2nZ. Par ailleurs, on a

Tey + yes

2] = (cost)e; + (sint)es.

r(el) =

On a donc x = |z|cost et y = |z|sint, d’ou z = |z|e®, puis Arg(z) = t + 27Z et le résultat.

Plus généralement :

Lemme 4.16. Soient A, B, C trois points distincts de E et a, b, ¢ leurs affixes respectives.
1) On ad(A,B) =1|b—al.

2) La mesure de 'angle orienté (ﬁ, @) est Arg(g:;‘).

Démonstration : 1) On a d(A, B) = ||1@>|| =1b—al.

2) Dans le groupe des angles, on a ’égalité (relation de Chasles)
(AB,AC) = (AB, e1) + (ex, AC).
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La mesure de l'angle (1@,1@) est donc la somme des mesures des angles (1@,61) et
(el,ﬁ). Comme ci-dessus, il existe une unique rotation vectorielle r de E telle que

et il existe ¢t € R, unique modulo 27Z, tel que la matrice de r dans (eq, e3) soit
cost —sint
sint cost )

Re(b—a)e; +Im(b— a)esy
b —al

On a donc

r(e1) = = (cost)e; + (sint)es,
d’ott b —a = |b— ale et t + 27Z = Arg(b — a). On en déduit que la mesure de I’angle
(@, 61) est — Arg(b—a) et que celle de (el, 1@) est Arg(c—a), ce qui entraine le résultat.

Applications

Proposition 4.14. Soient A et B des points distincts de E. Soient M un point de E et
a, b, et z les affixes respectives de A, B et M.

z—a

c— est un nombre réel.

1) Les points A, B et M sont alignés si et seulement si

2) Les vecteurs AB et AM sont orthogonaux si et seulement si $=% appartient a iR.

Démonstration : On peut supposer M # A.

1) Pour que M soit sur la droite affine passant par A et B il faut et il suffit que
les vecteurs AB et AM soient colinéaires. Cette condition signifie que ’angle orienté
(ﬁ,AM\) est nul ou plat, i.e. que sa mesure est 277Z ou 7 + 277, autrement dit, que

Arg(2=2) est 2nZ ou 7 + 27Z (lemme 4.16), d’ou I'assertion.

2) Les vecteurs AM et AB sont orthogonaux si et seulement si (ﬁ,Aﬁ) est un
angle droit, autrement dit, si sa mesure est £5 + 27Z, d’ou I'équivalence.

Démontrons comme seconde application la propriété dite de ’angle inscrit. Soient €2
un point de E et r un nombre réel strictement positif. Soit C le cercle de centre €2 et de
rayon r. Rappelons que C est I'ensemble des points M de FE tels que d(2, M) = r. Notons
w laffixe de Q. On a (cf. th. 4.6)

(51) br(C) = {w Yret [ te R}.

C’est le cercle dans C de centre w et de rayon r.
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Proposition 4.15. Soient A et B des points distincts de C d’affixes respectives a et b.
Soit M un point de E distinct de A et B et d’affixe z. On a I’équivalence

(52)

MEC<:>2Arg<Z:b> :Arg(b_w).

z a a— W

Remarque 4.7. La condition (52) signifie que M appartient a C si et seulement si

la mesure de ’angle orienté (m, Q ) est deux fois celle de (M 2, M §) Cette propriété
s’énonce souvent en disant que «l’angle au centre est deux fois ’angle inscrit ».

Démonstration : Il existe des réels « et 8 tels que
a=w+re® et b=w+re?.

Supposons que M appartienne a C, autrement dit, que z € bgr(C). Il existe t € R tels
que z = w + re’t. On a

. . oo . B—t
~—b _ ezt_elﬁ 1_61(6 t) Z(nga) sin -

a—t "

2

. — = . =e
z—a et —eic ] —eila—t) sin
Il en résulte que

Par suite, on a

2Arg<z_b> :B—a—l—ZﬂZ:Arg(b_w).

zZ—a a — w

Inversement, posons

. z—>b ’
Clz—al
Par hypothese, il existe k € {0, 1} tel que
55 2 (esn)
z—a

En écrivant que l'on a

: B —b — .
z—w:z—b—i—rezﬁz(z—b)(l—irre b):z <z—a—i—z Zrel*/”),
Z_

et en utilisant 'égalité z — w = z — a + re'®, ainsi que (53), on obtient

gl — tei(a;ﬁHm)

1_ tei(ﬁg%rkzw) '

Z—W=Te
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Vu que le numérateur et le dénominateur de la fraction ci-dessus sont conjugués, on a
|z — w| = r, donc z appartient a bg(C) i.e. M € C.
Transformations

L’ensemble des applications de C dans C est en bijection avec I’ensemble des applica-
tions de F dans F via la fléche

fl—>f=b7_zlofob7g.

Notons que si f et g sont deux applications de C dans C, on a la relation

(54) fog=T[og.

On va décrire ici I'interprétation géométrique f de certaines applications f définies sur C
ou C* a valeurs dans C.

Lemme 4.17. Soient a un nombre complexe et f : C — C P’application définie par
f(2) = z+a. Alors f est la translation de vecteur OA ot A est I'image de a.

Démonstration : Soient M un point de E et z = x + iy son affixe. On a

F(M) = bz (2 +a),

- —
d’ou f(M)= M’ ol z + a est 'affixe de M’. On a donc OM + OA = OM (lemme 4.14),
puis MM’ = OA ie. M' = M + @i, et le résultat.

Lemme 4.18. Soient A un nombre réel non nul et f : C — C l'application définie par
f(2) = Az. Alors f est I'homothétie de centre O et de rapport A.

Démonstration : Soient M un point de E et z = x + iy son affixe. On a

FM) = bg'(A2).
= S
On a donc f(M) = M’ ou Az est I'affixe de M’, d’ott OM' = AOM et Iassertion.

Lemme 4.19. Soient u un nombre complexe de module 1 et f : C — C Papplication
définie par f(z) = uz. Alors f est la rotation de centre O et de mesure d’angle Arg u.

Démonstration : Soit M un point de E et z = = + iy son affixe. On a



Il existe ¢ € R, unique modulo 27Z, tel que v = €. On a t+27Z = Argu. Soit r la rotation

affine de centre O et de mesure d’angle Argu, et 7 son application linéaire associée. La

matrice de 7 dans la base (eq,es) est Cf)St — st . On a ainsi
sint cost

—
r(M)=M" ou OM’:?(OW):(mcost—ysint)el+(msint+ycost)eg.

Par suite, 'affixe de M’ est x cost—ysint-+i(zsint+ycost) = uz. On a donc b (uz) = M’
dotr = f.

On en déduit le résultat suivant :

Théoreme 4.12. Soient a et b des nombres complexes et f : C — C ’application définie
pour tout z € C par
f(z) =az+b.

1) Sia =0, f est I'application constante qui & M € E associe I'image de b.
2)Sia=1, f est la translation de vecteur OB ot B est I'image de b.

3) Supposons a distinct de 0 et 1. Soit Q2 € E le point d’affixe %. Alors f est 'application
composée de I’homothétie de centre €) et de rapport |a| avec la rotation de centre ) et de
mesure d’angle Arga.

Démonstration : La premiere assertion est immédiate, quant a la seconde, elle résulte
du lemme 4.17. Vérifions l'assertion 3. Pour tout z € C, on a f(2) = |a|(uz) + b avec
u = 1%.0On a |u| = 1. Notons B I'image de b, tO—B> la translation de vecteur @, h(0, al)

lal®
I’homothétie de centre O et de rapport |a| et R(O,Arg a) la rotation de centre O et de
mesure d’angle Arga. On déduit alors de la formule (54) et des lemmes ci-dessus que

f=t530°h(0, lal) o R(O, Arga).

Par ailleurs, on a f(Q) = ) car 'affixe de () est fixe par f. Ainsi, fest I’application affine
qui fixe €, dont I’application linéaire associée est le composé de I'homothétie de rapport |a|
avec la rotation de mesure d’angle Arga. Cela entraine I’assertion, car deux applications
affines qui coincident en un point et qui ont la méme application linéaire associée sont
égales.

Lemme 4.20. Soit f : C — C l’application définie par f(z) = Z. Alors f est la symétrie
orthogonale d’axe la droite passant par O et de direction la droite vectorielle engendrée
par ej.

Démonstration : Soient M un point de E et z = x + iy son affixe. On a



On a donc f(M) = M’ ott OM" = ze; — yes, d’olt assertion vu que lorthogonal de la
droite vectorielle engendrée par e; est celle engendrée par es.

Définition 4.9 (Inversion). Soient A un point de E et k un nombre réel non nul. On
appelle inversion de péle A et de puissance k D'application définie sur E — {A} a valeurs
dans E — {A}, qui a tout point M associe le point M’ tel que

(55) A — —~ a5t

s

On notera que M’ est distinct de A car tel est le cas de M, et que I’égalité (55) s’écrit

k
M = A+ AM.
| AD 2

De plus, f est une involution de E — {A} En effet, soit M un point de £ — {A} Posons
M' = f(M) et M" = f(M’). On a les égalités

s ko — k2
AM" = ——AM' = AN =AM,
|[AM||? || AM"| 2| AM |2

d’ou M" = M.

Pour tous u et v dans ﬁ, notons (u|v) le produit scalaire de u et v.

Lemme 4.21. Soient A un point de E, k un nombre réel non nul et f I'inversion de pole
A et de puissance k. Soient M et M’ des points de E — {A} Les conditions suivantes sont
équivalentes :

1) ona f(M)=M'.
2) Les points A, M, M’ sont alignés et 'on a (W‘AM’) = k.

Démonstration : Supposons f(M) = M’. Compte tenu de ’égalité (55), les points
A, M, M’ sont alignés. Par ailleurs, on a

(A8 | AD0) = ”T%W(m\m) k.

ey
Inversement, il existe A € R non nul tel que AM' = AAM. On a

—— k
(AM|AM") = N|AM|]®> =k ie. A= ,
| | AM]|?

dott f(M) = M’
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Lemme 4.22. Soit f : C* — C* I'application définie par f(z) = =. Alors f est I'inversion

de péle O et de puissance 1.

W=

Démonstration : Soient M un point de £ — {O} et z = x + 1y son affixe. On a

fon =t (2).

z

Vu les égalités —— = U ot |22 = ||OM||2, on a donc f(M) = M’ ou

T—1y 2492

m:xel+ye2— 1

BT

Corollaire 4.11. Soit f : C* — C* I'application définie par f(z) = 1. Alors f est le
composé commutatif de I'inversion de pole O et de puissance 1 avec la symétrie orthogonale
d’axe la droite passant par O et de direction eq.

Démonstration : L’application f est le composé commutatif de la conjugaison complexe
et de 'application z % L’assertion résulte alors de la formule (54), en remplagant les
domaines définitions F et C par F — {O} et C*, ainsi que des lemmes 4.20 et 4.22.
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