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Premier Devoir

Exercice 1

On note A Panneau C[X,Y, Z] des polynoémes en trois indéterminées X, Y et Z a
coefficients dans C. Soit I = (X2 — Y3 ,Y? — Z3) I'idéal de A engendré par X2 — Y3 et
Y? - 73,

1) Pour tout P dans A, montrer qu’il existe des éléments P; (1 <i < 4) de 'anneau C[Z]

tels que P — (P, XY + P X + P3Y + P,) appartienne a I.

2) Soient T une indéterminée et ¢ I'homomorphisme d’anneaux de A dans C[T] défini
par les conditions :

pla)=a si acC, oX)=T% oY)=T°% oZ)=T>".

Montrer que I est le noyau de ¢ et en déduire que I est un idéal premier de A.
3) Montrer que le corps des fractions de A/l est isomorphe au corps des fractions ra-
tionnelles C(T).

Exercice 2

Soit A un anneau euclidien. Par définition, A est integre et il existe une application
¢ A\{0} — N,

ayant la propriété suivante : si x et y sont deux éléments de A, avec y # 0, il existe q et r
dans A tels que l'on ait & = yq + r, avec r = 0 ou bien p(r) < ¢(y).

1) Soit A* le groupe des éléments inversibles de A. Montrer qu'il existe un élément = de
A\ A*, tel que la restriction

s: A*U{0} — A/x.A,

de la surjection canonique A — A/xz.A a A* U {0}, soit surjective.
2) Montrer que 'idéal z.A est maximal.

Soit B le sous-anneau de C engendré par Z et par

1++v-19
Q= —.
2
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3) Montrer que les éléments de B sont de la forme p + ga ou p et ¢ sont dans Z.
4) Déterminer le groupe des éléments inversibles de B.
5) Montrer que B n’est pas euclidien.

L’objectif de la fin de I'exercice est de démontrer que B est principal.

On note N P’application de B dans R qui a un élément de B associe le carré de son
module. Soit I un idéal non nul de B. L’image par N de I\{0} est une partie non vide de
N. Elle possede donc un plus petit élément N(a), ou a est dans I\{0}. On va démontrer
que l'on a

(1) I =abB.

L’idéal a.B est contenu dans I. Inversement, soit b un élément de I. Il existe deux nombres
réels A\ et u tels que 'on ait

b
— = A+ pa.
a

6) (Difficile) Montrer que 'on a I'inégalité

(2) Infrez |p—n| <

W =

On déduit de (2) I'existence de deux entiers p et ¢ tels que l'on ait

1 1
A — < — t — < —.
| p\_2 et |u q\_g

On pose ¢ = p + qa.
7) Montrer que l'on a b = ac. En déduire ’égalité (1) et le fait que B soit principal.

Exercice 3

Soient I; et Iy deux ensembles. Posons

5= ({1} ‘ 11) U({Q} . 12).

L’ensemble S est appelé la somme disjointe de I et Is.

Soit A un anneau. Etant donné un ensemble I , rappelons que Pon désigne par AY) le
A-module libre de base I.
1) Montrer que les A-modules A1) x AU2) et A9 sont isomorphes.
2) En déduire que les A-modules AN x AM et AN sont isomorphes.
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Exercice 4

Soient A un anneau et M un A-module. Par définition, une partie 17" de M est un
systeme générateur minimal de M si T est un syteme générateur de M, et si pour toute
partie 77 de T, qui est distincte de 7', T” n’est pas un systeme générateur de M.

1) Donner un exemple de module ayant deux systémes générateurs minimaux qui ne sont
pas équipotents.

On suppose que A est un anneau local et que M est de type fini sur A. Soit I I'idéal
maximal de A. L’ensemble M/IM est un A/I-espace vectoriel de dimension finie (& justi-
fier). On note n sa dimension.

2) Soit (u; +IM)1<i<pn une A/I-base de M/IM. Montrer que la famille (u;)1<;<n est

un systeme générateur minimal de M.

3) Montrer qu'un systéme générateur minimal de M a exactement n éléments.
4) Soient (u;)i1<i<n €t (vj)1<;j<n deux systémes générateurs minimaux de M. Pour tout

J compris entre 1 et n, il existe des éléments a;; de A tels que I'on ait

n
vV = E Qi Usj-
i=1

Montrer que la matrice de taille (n,n) dont ’élément de la i-ieme ligne et de la j-ieme
colonne est a;;, est inversible.




